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Resumen: En este trabajo se presentan nuevas propiedades algebraicas del transformador de predicado wp sobre los
operadores A, V, -, =, VY, 3, min y max, demostrados independientemente del lenguaje de programacién, usando
propiedades generales de la seméntica denotacional de los lenguajes. Adicionalmente se muestra un resultado que habla
sobre la decidibilidad y cerradura del transformador de predicados wp sobre el lenguaje de programacién GCL y usando
aserciones escritas en el lenguaje de la teorfa de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem. En este trabajo se muestra que
calcular wp de una instruccién de GCL y una asercién escrita en el lenguaje ZFS, es decidible y es otra asercidn escrita
en ZFS. No necesariamente se puede decidir el valor de verdad de dicha asercién resultante de calcular wp, aun teniendo
todos los valores de sus variables libres, por lo que el resultado no contradice la indecidibilidad del problema de la
parada.

Palabras Clave: Precondicion mas DéEbil; Semantica Denotacional; Decidibilidad; GCL.

Abstract: In this paper, new algebraic properties of the predicate transformer wp are presented on the operators A,
V, =, =, V¥, 3, min and maz, demonstrated independently of the programming language, using general properties of
the denotational semantics of the languages. Additionally, a result that speaks about the decidability and closure of the
predicate transformer wp on the GCL programming language with assertions written in the Zermelo-Frankel-Skolem set
theory language is shown. In this paper it is shown that calculating wp of a GCL statement and a written assertion in
the ZFS language is decidable and is another written assertion in ZFS. It can not necessarily decide the truth value of
said assertion resulting from calculating wp, even if all the values of your free variables are given, so that the result
does not contradict the undecidability of the halting problem.

Keywords: Weakest Precondition; Denotational Semantics; Decidability; GCL.

I. INTRODUCCION instrucciones del lenguaje GC'L respectivamente, si se abrevia

.. . » IF y Do como las instrucciones if By — So[]...[|Bn —

La logica de Dijkstra [1] para la} correccién de programas S¢S fiydo B — S od respectivamente y si se denota
basa en el transformador de predicados wp (weakest precondi- domain(Bo, - . ., Bn) como un predicado que de satisfacerse

tion), que es bdsicamente una funcién sintdctica de dos varia-
bles que devuelve de forma simbdlica la precondicién mas
débil de una instruccién inst dado una postcondicién Post
(usando la notacion clésica de funciones de dos variables, la
notacién wp(inst, Post) se refiere al resultado de aplicarle

en un estado, ninguna de las expresiones B;, al evaluarse en
ese estado, incurren en una operacién ilegal (como dividir
entre 0), entonces:

a la funcién wp, los argumentos inst y Post, este resultado o wp(SKIP, Post) := Post

es la precondicién més débil, simbdlicamente hablando, de la o Wp(Yiys---,Yip = Eapy,..., Expyg, Post) :=
instruccion ¢nst con la postcondicién Post). El uso sucesivo domain(Expy, ..., Expg) A

de wp permite ir calculando precondiciones mas débiles entre Postlyi,, ..., yi, == Exp1,..., Exp]
instruccién e instruccion, desde el final del programa hasta el o wp(So; S1, Post) := wp(Sy, wp(S, Post))
inicio. o wp(IF, Post) := domain(By,...,Bp) A

(BoV-+-V B,) A (Bo = wp(Sp, Post)) A ...
A (Bpn = wp(Sy, Post))
o wp(Do, Post) := (Ik|k > 0 : Hy(Post))
Si B, By,...,B,yS,So,...,5, son expresiones booleanas e en donde Hy(Post) es un predicado que satisface las
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Dijkstra en [1] estableci6 las reglas que definen la funcién de
transformacién sintactica wp segun el parrafo siguiente:
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ecuaciones:
Hy(Post) = domain(B) A =B A Post
Hy(Post) =
Hy(Post) V (domain(B) A B A wp(S, Hy,_1(Post)))
para k > 1

La definici6n recursiva anterior de Hy(Post), tiene la desven-
taja de que la regla que define a wp para la instrucciéon Do esta
escrita en légica de segundo orden, por lo que no es aplicable
directamente. Es necesario resolver la recurrencia de férmulas
Hy(Post) primero, antes de aplicar la regla de wp para el
Do, y también es necesario demostrar que la solucién a esa
recurrencia se puede escribir en el mismo lenguaje en que esta
escrito Post, esto con el objetivo de demostrar que la funcién
sintdctica wp(S, .) es cerrada con respecto al lenguaje en que
se escribe las aserciones (Es decir que si una postcondicién
Post esta escrito en cierto lenguaje, entonces wp(S, Post) es
equivalente a una férmula escrita en el mismo lenguaje).

Por otro lado existe un dlgebra del transformador de predicado
wp sobre los operadores A, V y =, determinada por las
siguientes reglas

wp(S, false) = false

wp(S, P A Q) = wp(S, P) Nwp(S,Q)

wp(S, P V Q) wp(S, P) V wp(S,Q) si S es una
instruccidon deterministica

Si P = @, entonces wp(S, P) = wp(S, Q)

En este trabajo se demuestran propiedades del dlgebra de wp
distintas a las anteriores.

A. Contribucion

Asumiendo que las aserciones de este trabajo se escriben en el
lenguaje de la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem,
se demuestra la cerradura de wp(S, .) sobre este lenguaje para
cualquier instrucciéon S de GCL. Adicionalmente se muestra
que, usando el teorema de las definiciones recursivas de la
teoria de conjuntos, si se tiene un predicado Post, se muestra
de forma constructiva una férmula en ZFS que es equivalente
a wp(S, Post), demostrando que el problema del calculo de
wp es decidible sobre el lenguaje ZFS.

El problema de la parada para la instruccién S, es equivalente
al problema de conocer el valor de verdad de la aserci6n
wp(S, true) conociendo todos los valores de las variables
libres de wp(S, true) (que corresponden a los valores del
estado inicial del programa antes de la ejecucién). La decidi-
bilidad del célculo de wp(S, Post) sobre el lenguaje ZFS no
es una contradiccion a la indecidibilidad del problema de la
parada, ya que el problema de conocer el valor de verdad de
la asercién resultante de escribir wp(S, Post) en el lenguaje
de la teoria de conjuntos de ZFS, teniendo todos los valores
de las variables libres de la asercién, no es decidible, ya que
la férmula puede contener combinaciones de cuantificadores V
y 3 sobre conjuntos infinitos, obligando a que la tnica forma
de conocer el valor de verdad de la asercion sea haciendo una
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demostracién matematica elaborada, y el problema de decidir
si una férmula es un teorema de ZFS, no es decidible.

Por otro lado en este trabajo usando semantica denotacional
se demuestran propiedades algebraicas del transformador de
predicados wp sobre los operadores A y V, cuando uno de los
predicados en conjuncién o disyuncién no es modificado o es
modificado deterministicamente por wp(.S,.). También se de-
muestran propiedades algebraicas de wp sobre los operadores
-, =V, 3, min y mazx.

B. Trabajos Relacionados

Originalmente en [1] la definicién recursiva de wp que se
expuso al inicio no inclufa la funcién sintictica domain en
sus reglas, esto fue corregido en [2], donde lo incorpora a la
regla de wp de la asignacioén, pero no en las demds reglas
como se defini6 al inicio de la introduccién. Una justificacion
de la incorporacion de domain en las reglas de wp del IF
y Do, se encuentra en [3], donde se hace una revisién de la
semantica denotacional de GC'L incluyendo el estado abort.
La funcién sintactica domain, aplica sobre expresiones, pero
su incorporacién en las reglas de construccién de wp del IF
y Do, traen dificultades adicionales que no se tenian en [2].
Para manejar estas dificultades, en [4] se definié la funcién
sintactica support, que viene siendo el andlogo a domain,
pero aplica sobre instrucciones en lugar de expresiones.

Gracias a la incorporacién de la funcién sintactica support en
la teoria de wp, es posible demostrar algunas propiedades alge-
braicas nuevas del transformador de predicados wp, dichas de-
mostraciones se encuentran en este trabajo usando propiedades
generales de la semdntica denotacional, de esta forma los
resultados de estas propiedades algebraicas no dependen del
lenguaje de programacién usado. Algunas de las propiedades
algebraicas de wp que se enuncian aqui, ya fueron enunciadas
en [5], en donde se afirma que las demostraciones se pueden
realizar usando induccién estructural sobre el tamafio de la
instruccidn, pero dichas demostraciones no se encuentran en

[S].

Por otro lado en [6] se demuestra un teorema de cerradura del
transformador de predicados wp(S, Post) sobre el lenguaje de
la aritmética de Peano. La demostracién muestra una forma
constructiva de resolver la recurrencia Hy(Post) usando las
funciones § de Godel, lo cual demuestra que el cédlculo de
wp(S, Post) es decidible sobre el lenguaje de la aritmética.
En [4] se tom6 la misma idea de [6] pero resolviendo
la recurrencia Hjy(Post) usando la versién numerable del
teorema de recursion transfinita que es conocido, como el
teorema de las definiciones recursivas, sin embargo en [4]
no se toma en cuenta el aspecto constructivo del teorema de
las definiciones recursivas y por lo tanto no se mostré un
resultado de decibilidad del cédlculo de wp. En este trabajo
se retoma la demostracién de [4] considerando los aspectos
constructivos de la demostracion con el objetivo de demostrar
la decidibilidad del calculo de wp sobre el lenguaje de la teoria
de conjuntos de ZFS.

En el area de derivacién automatica de invariantes ha habido
un interés reciente en los dltimos afios [7]-[15], adicionalmente
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existen aplicaciones como [16][17] que pueden calcular inva-
riantes para ciclos donde las expresiones de las asignaciones
del cuerpo del ciclo son todas lineales o traducibles a sistemas
de transicién lineales, de igual forma en [18] se encuentra
otra técnica que es aplicable sélo a ciclos donde el cuerpo es
traducible a una transformacién afin de espacios vectoriales.
Aplicaciones basadas en l6gica de Hoare y separacion tenemos
a [19][20][21] y basadas en wp se encuentra [22], s6lo que
funciona para programas no estructurados.

El resultado sobre la decidibilidad del cédlculo de wp abre
posibilidades en el campo de la derivacién automatica de
invariantes para algunos casos, ya que una precondicién mas
débil de un ciclo es un invariante. Sin embargo, la pre-
condicién mas débil obtenida del teorema de decidibilidad, no
es en general una asercién cuyo valor de verdad es decidible
cuando se tienen todos los valores las variables libres de
la asercion, de esta forma no siempre es practico usar este
teorema de decidibilidad para derivar automdticamente un
invariante, y mds adn si se cuenta con alguna otra técnica, que
en el caso en cuestidn, pueda calcular un invariante equivalente
y decidible (que el valor de verdad de la férmula sea decidible
cuando se tienen todos los valores de las variables libres de
la asercion).

C. Estructura del Articulo

A continuacién se presentan tres secciones de las cuales, en la
primera de ellas se exponen todas las definiciones de semdntica
denotacional de [3] necesarias para demostrar los teoremas de
las siguientes secciones. En la seccion siguiente, se demuestran
nuevas propiedades algebraicas del transformador de predica-
dos wp. En la tdltima seccién se demuestra el teorema que
afirma que el calculo de wp sobre GCL y la teoria de conjuntos
es decidible sobre el lenguaje de la teoria de conjuntos de ZFS.

II. SEMANTICA DENOTACIONAL DE UN LENGUAJE DE
PROGRAMACION

Algunas de las propiedades del transformador de predicados
wp que se encuentran en la siguiente seccidn, se enunciaron
por primera vez en [5], donde se afirma que su demostracién
se hace por induccién estructural sobre el tamafio de la
instruccién. Demostrar propiedades por induccion estructural
tiene la desventaja de que la demostraciéon depende de las
instrucciones que tenga el lenguaje GCL, es decir, si en un
futuro se extiende el lenguaje GCL con nuevas instrucciones,
entonces seria necesario revisar todas las demostraciones por
induccion estructural que se han hecho en la teoria, para incluir
los casos correspondientes a las nuevas instrucciones.

Demostraciones independiente al lenguaje de programacion
son posibles usando semantica denotacional, en donde se
consideran s6lo las hipétesis generales que tiene una in-
terpretacion de una instruccién. A continuacién se presenta
un resumen de la semdntica denotacional para lenguajes de
programacién propuesta en [3].

Definicién (Espacio de Estados del Algoritmo). Se considera
el siguiente algoritmo
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[Const T : T;
Var g : T
S

]

Donde S es el cédigo del algoritmo, T es la lista de constantes
del algoritmo y T es la lista de tipos de cada T, § es la lista
de variables del algoritmo y T' es la lista de tipos de cada 7.
SiT = T,T5,....T, y T = To+1,Tnto, ..., Ty, entonces
se define el espacio de estados del algoritmo anterior como

n’
11z
i=1
Ejemplo. Se considera el siguiente algoritmo:

[Const n : Entero;
Var x : Real;

z . Real,;
S

]

Como las constantes y variables del algoritmo son n, x y z de
tipos Entero, Real y Real respectivamente, entonces el espacio
de estados del algoritmo anterior es 7. X R x R.

Ejemplo. Se considera el siguiente algoritmo:

[Const n : Entero;

Var A : arreglo [3..7) de Reales;
2z : Real;

S

]

Como un arreglo de tipo T, es una funcion de una parte de
los enteros a T, entonces el espacio de estados del algoritmo
del ejemplo es 7. x R x R

Notacién. En un algoritmo con espacio de estados Esp se
denotard como T a la lista de constantes y variables que se
encuentra en el orden en que fueron declaradas, es decir, ¥ =
T||y, donde T y G son las listas de constantes y variables
de la definicion de espacio de estados y || es el operador de
concatenacion de listas.

Notacion. Para simplificar la notacion, el vector (Z) = (T,7)
se denota simplemente como T, por lo que la notacion T puede
entenderse segin el contexto como una lista de variables de
tipo sintdctica T|[g, 6 como una tupla (T, 7).

Por ejemplo en la férmula Post(Z,Y), la notacion ¥ se in-
terpreta como lista, queriendo decir Post(Z,q,Y ), en cambio
en una formula como ¥ € Esp, la notacion ¥ se interpreta

como tupla, queriendo decir (T,7) € Esp.

Definicion. Sea un algoritmo con espacio de estados Esp y se
toma un elemento abort ¢ Esp, entonces se define el espacio
de estados extendido al abort como Esp’ := Esp U {abort}

Un algoritmo ademads de la descripcidn del espacio de estados
consta de frases del lenguaje que se llaman instrucciones y
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dentro de las instrucciones se encuentran otras frases 1lamadas
expresiones de tipo 7' (donde 7' es un conjunto). Dichas
frases se interpretan denotacionalmente con la funcién de
interpretacion £. Dicha funcién de interpretacién toma una ex-
presion Exp sintdcticamente hablando y devuelve una funcién
con rango en T, que se denota E[Exp].

Definicion. En un algoritmo con espacio de estados Esp,
una expresion Exp de tipo T, es una frase del lenguaje que
se interpreta como una funcion

E[Exp] : Dom(E[Exp]) C Esp — T.

Nota. Se deja abierta a cualquier posibilidad la sintaxis de
las expresiones y el valor de su funcion de interpretacion, ya
que la teoria que aqui se desarrolla es vdlida para cualquier
tipo de expresion y funcion de interpretacion.

Notacion. Dada una expresion Exp dentro de un algoritmo
con espacio de estados Esp, se denota como domain(Exp)
a una formula con variables libres %, tal que

Dom(E[Exp]) = {¥ € Esp|domain(Exp)}

ysi Expy, ..., Exp, son expresiones del mismo algoritmo se

define

domain(Exp1, ..., Exp,) :

domain(Exp1) A - - A domain(Exp,,)

A continuacién se define el concepto de instruccién e in-
terpretacion de la misma. Para dar semdntica denotacional
a las instrucciones, se usard una funcidén de interpretacién
que se denota C, dicha funcién recibe una instruccién S
sintacticamente hablando y devuelve una interpretacion, que
se denota como C[S], que no es més que una relacién de la
teoria de conjuntos.

Definicion. En un algoritmo con espacio de estados Esp una
instruccion S es una frase del lenguaje que se interpreta como
una relacion

C[S] : Esp’ — Esp’

tal que el dominio de C[S] es todo Esp/,
C[S]({abort}) = {abort}

si (') € C[SI({ (. 9)}) y o' € T.
Ejecutar esta instruccion para unos valores iniciales xq se
entiende como evaluar la relacion anterior en los valores %

donde la salida de la ejecucion pudiera ser cualquier imagen
del punto .

=7

Adicionalmente, se define el soporte supp(C[S]) como el
conjunto de los estados que no resultan en un abort al ejecutar
la instruccion, es decir,

supp(C[S]) := {Z € Esplabort ¢ C[S]({7})}

Nota. Note que como el dominio de C[S] es todo Esp
entonces, C[S]|({x}) # 0 para todo x € Esp’

Definicion. Si T y 7 son la lista de constantes y variables
de un algoritmo A en el orden en que fueron declaradas,
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Y una lista de variables distintas a T y ¥, Yo una lista de
valores de tipos iguales a las variables Y, S una instruccion,

Pre(Z,y,Y) y Post(Z,y,Y) predicados que solo tienen como

variables libres a T, y y Y y las familias de conjuntos

Domy := {(%,7) € Esp|Pre(z,7,Y)}

Rgoy := {(%,7) € Esp|Post(Z,7,Y)},

entonces una tripleta de Hoare dentro del algoritmo A es un
predicado que tiene la forma

{Pre(z,7,Yy) }S{Post(Z,7,Yy)}
y es verdadera si y soélo si
C[SI(Domy;) € Rgoy-

Notacion. En caso en que Pre y Post no tengan valores fijos
instanciando las variables libres Y, entonces la tripleta

{Pre(Z,Y)}S{Post(7,Y)}
es una abreviacion de
(VY| : {Pre(Z,Y)}S{Post(Z,Y)}),

es decir, que para cada instancia Yy de valores fijos para las
variables Y, se tiene que

{Pre(#,Y5)}S{Post(z, Y5)}
es verdadera.

Nota. Como Y es una lista de variables ligadas en el predi-
cado {Pre(Z,Y)} S{Post(#,Y)} segiin la notacién anterior,
entonces el nombre de de éstas no importa y pueden cambiarse
segun convenga.

Nota. Como Domy := {& € Esp|Pre(Z,Y)} y Rgoy =
{Z € Esp|Post(Z,Y)}, entonces para evitar redundancia
se convendrd que en Pre(Z,Y) y Post(Z,Y) no aparece el
predicado & € FEsp, y dicho predicado siempre se tomard
como una hipotesis sobrentendida.

Definicion. Sea R una relacion de A X B y un subconjunto
Rgo C B, entonces

M :={z € A|R({z}) # 0 A R({z}) € Rgo}
se denomina como “dominio mdximo de R con rango Rgo”.

Lema 1. Dado un algoritmo con espacio de estados Esp,
una instruccion Sy un predicado Post(Z,Y) con T € Esp
y Yy lista de valores del mismo tipo que Y, entonces el
dominio mdximo de C[S] y Rgoy es igual a

{Z € Esp|T € supp(C[S])A o
(Vy| ty € RS rsupp(C[[S]]) ({f}) = POSt(quvU))}

Donde Post(y,Yy) es una notacion simplificada que significa
(y'ly = (@.y) : Post(z,y', Y0))

Demostracion: Ver [3]
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Definicion. Dado un algoritmo cuyo espacio de estados es
Esp con lista de constantes y variables igual a  y la tripleta
{Pre}S{Post} tiene como variables libres distintas a las
del espacio de estado a Y, entonces se dice que Pre es
una precondicion mds débil de Sy Post si y solo si {T €
Esp|Pre(Z,Yo)} es el dominio mdximo de la relacion C[S]
con rango Rgoy= para cualquier valor Yy de las variables
libres Y.

Nota. Segiin la definicion anterior la precondicion mds débil
de la instruccion S'y Post es equivalente a

Z € supp(C[ST)A B
(Vy| Yy e Rs Fsupp(C[S]]) ({f}) = POSf(y,Y))}

De modo que en el lengugje de la teoria de conjuntos,
el predicado wp(S, Post(Z,Y")) es equivalente al predicado
anterior.

III. NO DETERMINISMO Y PROPIEDADES DE wp Y support

En esta seccién se introduce la funcién de tipo sintéctica
support, que es andloga a la funcién domain salvo, que
support aplica a instrucciones mientras que domasin aplica a
expresiones. Incluir en la teorfa del transformador de predi-
cados wp a la funcién sintdctica support, tiene la ventaja
de que con su ayuda, pueden enunciarse propiedades de tipo
algebraicas de wp sobre operadores como —, = min y max.

Los siguientes teoremas son propiedades algebraicas del trans-
formador de predicados wp, los lemas principales serdn de-
mostrados usando aserciones escritas en el lenguaje de la teoria
de conjuntos de ZFS y usando la férmula de precondicion
mads débil que se deduce de la semdntica denotacional al final
de la seccién anterior. Dicha férmula tiene la ventaja de ser
independiente del lenguaje de programacion, ya que sélo usa
el concepto general de interpretacién de una instruccién C[S],
sin usar hipétesis de como es el comportamiento especifico de
la instruccién S al ser interpretada.

Lema 2. wp(S, P A Q) = wp(S, P) Awp(S, Q)

La interpretacién de la instruccion S es una relacién C[S], si
esta relacion es deterministica con respecto a las coordenadas
i1,...,1k, entonces la relacién se comporta como una funcién
sobre esas coordenadas. Dichas funciones se les pondra el
nombre de “funciones componentes” y se denotard como
C[S]’ a la funcién componente de la coordenada j.

Ejemplo.

[Const z : Real;

Var y: Entero;

z: Real;

ify>0 —
Y=Y
z:=z/x

ly=3 —
y=3;
z:=z/x

fi

]

Denotemos el cuerpo del algoritmo anterior por S. El espacio
de estados Esp del algoritmo es RXZ xR, por lo tanto si T €
Esp, entonces I es de la forma (x,y, z) en donde la tercera
coordenada es modificada por C[S] de forma deterministica.
De esta forma, la tercera coordenada es gobernada por la
funcion componente

CIST? : supp(C[S]) CRxZ xR —R
z

C[[S]]3(x, Y,z) = —

T

y todo elemento perteneciente a C[S]|({(z,y,2)}) con
(x,y,2) € supp(C[S]) es de la forma

(z, 9/, CIST (z, 9, 2))
para algin y' € Z

Lema 3. Sean T y y la lista de constantes y variables
declaradas en un algoritmo respectivamente y Y una lista
de variables de especificacion. Sea S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables y;,, ...,y de la lista §. Sea () un predicado
y P(Z, iy, Yi,,Y) un predicado que solo depende de
TyYiry-ros Yigs 7, entonces

7ylk’?) vV Q(fayv?)) =
Z € supp(C[SPHA
(P(z,C[S]" (&),...,C[S]™(£),Y) Vwp(S,Q(,7.Y)))

ﬂ)p(S,P(f, Yiyy- -

Donde C[S]?(Z) es la funcién componente de C[S] en la
coordenada j

Demostracion: Segun la ultima férmula de la seccién anterior
se tiene que la precondiciéon mas débil de una instruccién .S
y la postcondicién Post es equivalente a:

(@,7) € supp(C[SDA
(Vyl - y € CIS] Tsuppccrsy {(Z.9)}) =
(FW'ly = (,y') : Post(z,y,Y))).
Como la interpretacion C[S] de la instruccién S modifica las
coordenadas 41, ...,7; de forma deterministica con las fun-

ciones componentes C[S]% (Z), entonces el predicado anterior
es equivalente a:

(@,9) € supp(C[ST)A
(Vy| HNNS C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(fa y)}) =

BV s Ui 1 Y15 Vi 15 Vi 15+ -5 Y|
y= @Y1 ¥, 1, CIS]" (@), i1, CIST™ (@), ) -
Post(f,yi,...,ygl_1C[[S]]i1(f),...,y;k_l,C[[S]]i*’(f),...,7)))
Si la postcondicion Post es P(T,Yi,,---,Yir, Y )V

Q(z,7,Y), entonces la precondicion méds débil de la
instruccién S con esta postcondicion es equivalente a:
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(@,79) € supp(C[ST)A
(Vy‘ Yy e C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(f,?)}) =

(3 Vi1 Y1 Yigm 15 Ui 1 -+ Y
Y= (Ey’l,...7y§171,C[[S]]i1(f),...,ygkfl,C[[S]]i’“(f)w..
P(z,C[S]" (2),...,C[S]™ (), Y)V
Q@, 41, CISI" (@), Y5 41, - - CIST™ (@), Y1 - - -

(T,9) € supp(C[S]HA
(Vyl = y € CLS] Tsuppccrspy {(@9)}) =

P(z,C[S]" (Z),....CLS]™ (@), Y)V
(Hyiw"?y;lfl?y;lJrlw"7yik717yik+17"'7y;n|
y= @Y1 %, -1, CISI" (@), . 45, 1, CIST™ (@), -
Q@1 yi, 1, CISI (@), -, iy -1, CLS]™ (), - ..

(7,7) € supp(C[S])A
(Vy| : y € CIS] Tsupp(ersy {(#:9)}) =
P(z,C[S]" (%), ...,C[S]* (%), V)V
'y = (@.¢): Q@ y.Y)))

(,7) € supp(C[S])A
(Vyl = y & CLS] Tsuppccrsy (@ 7)1V
P(z,C[S]" (D), ...,C[S]* (%), Y)V
Gy'ly=@v): Q@ Y.Y))

(@,79) € supp(C[ST)A
(P(Z,C[S]" (&), ..., C[S]™ (7), )V

'9)
(FWly=@.y): Q@ y.Y))

(%, 7) € supp(C[SPA
(P(@,C[S]™(@),....C[S]™*(&),Y)v
(Vyl : y € CLS] Tsuppcisy (@ D)} =
Gy'ly = @,y) : QE.y,Y))))

=<pA(gVr)=pA(qgV(pAr)) >

Y)))

)
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L CIST* (@), V)V
9)}) =

(T,7) € supp(C[S]) A (P(z,C[S]™ (Z),.
((,7) € supp(CISDA(VY| : y € C[S] Tsuppcrsyy (7,
'y =@ y): QT y,Y))))

s Yom) -

=<Lema 1>

(z,7) € supp(C[S])A
L CIS)™(),Y) V wp(S,Q(z,7.Y)))

(P(,CIS]" (@),

Lema 4. Sean T y y la lista de constantes y variables
declaradas en un algoritmo respectivamente y Y una lista
de variables de especificacion. Sea S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables y;,, ..., y;, de la lista 5. Sea P(Z,yi,,- - Yi,,Y)
un predicado que sélo depende de T,vy;, , .. .,y:.,Y, entonces

wp(S, P(ZT, Yiys -1 Y, Y)) =
7 € supp(C[S]) A P(z,C[S]™ (%), ...,C[S]*(Z),Y)

Donde C[S]?(Z) es la funcién componente de C[S] en la
coordenada j

Demostracion: Inmediato tomando () como false en el Lema
3 y usando wp(S, false) = false [ |

Lema 5. Sea S una instruccion (deterministica o no) tal que
se comporta de forma deterministica sobre las variables del
predicado PV Q, entonces

wp(S, PV Q) = wp(S, P)Vwp(S,Q)

Demostracion: Si P depende de T, Y y de las variables

Yiys--»Yi, Yy Q depende de T, Y y de las variables
Yjys -« -5 Yj,,» €DLONCES:

wp(S7P(fayZ1aayLk7?) \/Q(E7y_]1aayjk/a?))

=<Lema 4>

(% € supp(C[S]) A P(z,C[S]" (Z),...,C[S]™ (2),Y))V

(7 € supp(C[S]) A Q(z, C[S] (), . ..,C[S]’* (%), Y))
=<Lema 4>

wp(S, P) vV wp(S,Q) u

Lema 6. Sea P un predicado y S una instruccion que no
modifica los valores de las variables de P, entonces

wp(S, P) = support(S) A P

donde support(S) es un predicado que depende de las con-
stantes 'y variables declaradas en el programa, tal que un
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estado lo satisface si y solo si la instruccion S no aborta al
ser ejecutado en dicho estado.

Por ejemplo true es un predicado que para cualquier
S, se tiene que S no modifica sus variables, por lo
que una forma de calcular support(S) es calculando
wp(S, true) support(S) A true support(S). Por
ejemplo si S es la instruccion

if a>—-3—
b:=b/a

Ja<-3—
b:=2

fi,

entonces

wp(S, true)

—3 = domain(b/a) A truelb := b/a])A
=3 = truelb:=2])

I/\\/

=21

a>-3=a#0)Atrue
Con lo que support(S) =a > —-3=a#0.
A continuacién se demostrard el Lema 6.

Demostracion: Si P depende de T, Y y de las variables
Yiyy -« - Yiy,», €NLONCES

wp(S, P(T, iy -+ »Yirs Y))
=<lLema 4>

7 € supp(C[S]) A P(z,C[S]" (%), ...,C[S]*(¥),Y)

Como la instruccion S no modifica los valores de las
variables y;,,...,v;,, entonces las funciones componentes

C[S]* (@), ...,C[S]*(¥) son funciones identidad y por lo
tanto la expresién anterior es equivalente a:

f € supp(C[[S]]) A P(fa Yiyyeo- 7yika?)
=<Notacién>

support(S) A P
Lema 7. wp(S, P) = support(S)

Demostracion:

wp(S, P)
=<Lema 1>

Z € supp(C[SHA B
(vy| ‘Y€ R rsupp(C[IS]]) ({f}) = P(y>Y))

= <Debilitamiento>

Z € supp(C[S])
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=<Notacién>

support(S) [ |

Lema 8. Sean P y Q) predicados y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las

variables de P, entonces
wp(S, PV Q) = support(S) A (wp(S, P) V wp(S, Q))

Demostracion: Si P depende de T, Y y de las variables
Yiyy- - - Yi,» €0NtONCES

U)p(S, P(f; Yigyeo 7yik7?) \ Q(fvgv?))

=<Lema 3>

A
)V wp(S,Q(z,7,

T € supp(C[S

]
(P@.CIS]" (@), -..,CIS]*(@), Y Y))

(7,7) € supp(C[S])A
(7)€ supp(C[SHAP(z,C[S]" (2),.
wp(S, Q(7,7,Y)))

- CIST™ (@), V)V

=<Lema 4>

(T,7) € supp(C[S])A
(wp(S, P(z,7,Y)) vV wp(S, Q(T,7,
=<Notacion>

Y))

support(S)A

(wp(S, P(7,3,Y)) Vwp(S, Q(Z,7,Y)))

Lema 9. Sean Py Q) predicados y S una instruccién que no
modifica los valores de las variables de P, entonces

wp(S,PAQ) =P Awp(S,Q)
y
wp(S, PV Q) = support(S) A (P V wp(S,Q))
Demostracion:
wp(S, PAQ)
=<lLema 2>

wp(S, P) Awp(S, Q)
=<Lema 6>

support(S) A P AN wp(S, Q)
=<Lema 7>

P Awp(S,Q)
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Por otro lado si S no modifica los valores de las variables
de P, entonces S se comporta deterministicamente sobre los
valores de las variables de P, por lo tanto se puede aplicar el
Lema 8 de la siguiente manera:

wp(S, PV Q)
=<Lema 8>
support(S) A (wp(S, P) V wp(S, Q))
=<Lema 6>

support(S) A ((support(S) A P) V wp(S,Q))

s_upport(S) A (PVwp(S,Q)) |

Lema 10. Sea P un predicado y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces

wp(S, —P) = support(S) A —wp(S, P)

Demostracion: Si P depende de T, Y y de las variables
Yiys - - -5 Yiy,» €NLONCES:

’LUp(S7 ﬁP(E7 Yigy- o 73/2k7y))

=<Lema 4>

7 € supp(C[S]) A ~P(z,C[S]" (T),...,C[S]*(F),Y)

=<Absorcién>

(CLSD A (& ¢ supp(C[S])V S
~P(z,C[S]" (), ..., C[S]*(&),Y))

(CIST) A ~(F € supp(C[SA o
P(z,C[S](Z), ....C[S]* (%), Y))

<Lema 4>

Te supp(C[[S]]) A —\wp(S, P(Ea Yigy- - aylmy))

=<Notacién>

support(S) A —wp(S, P) [ |

Lema 11. Sean P y Q) predicados y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces

wp(S, P = Q) = support(S) A (wp(S, P) = wp(S, Q))

Demostracion: Como S es una instruccién que se comporta
deterministicamente sobre los valores de las variables de
P, entonces S es una instruccién que se comporta deter-
ministicamente sobre los valores de las variables de —P,
entonces:

wp(S, P = Q)
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wp(S, ~PV Q)
=<Lema 8>

support(S) A (wp(S,—P) vV wp(S,Q))

=<Lema 10>

support(S) A (—wp(S, P) V wp(S, Q))

support(S) A (wp(S, P) = wp(S, Q) -

Lema 12. Sean P y @) predicados y S una instruccion que
no modifica los valores de las variables de P, entonces

wp(S, P = Q) = support(S) A (P = wp(S,Q))

Demostracion: Como S es una instruccién que no modifica los
valores de las variables de P, entonces S es una instruccién
que se comporta deterministicamente sobre las variables de P,
entonces:

wp(S, P = Q)

=<lema 11>

support(S) A (wp(S, P) = wp(S, Q))
=<Lema 6>

support(S) A (support(S) A P = wp(S,Q))

;upport(S) A (P = wp(S,Q)) [ |

Lema 13. Sea P un predicado, S una instruccion que se com-
porta deterministicamente sobre los valores de las variables
de P, y € una variable no declarada en el programa, entonces

wp(S, (3| : P)) = (3¢ : wp(S, P))

Demostracion: Si P depende de T, Y y de las variables
Yiyy -« - > Yiy,» €NtONCES:

wp(S, (Fe| : P(T, yiy, - - -

ayikay)))

=<Lema 4>

Z € supp(C[ST)A 4 4 B
(Fe| : P(z,C[S]™* (D), ...,C[S]*(£),Y))

=< ¢ no ocurre en el vector de variables declaradas & >

(Fe| : & € supp(C[S])A . ‘ o
Pz, C[S]" (2), ..., CLS]™ (%), Y))

=<Lema 4>

’yik7y)))

Lema 14. Sean P y R predicados, S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las

(Fe| = wp(S, P(T, yiy, - - - [ |
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variables de P y no modifica los valores de las variables de
R, y € una variable no declarada en el programa, entonces

wp(S, (Fe|R : P)) = (F¢|R : wp(S, P))

Demostracion: Como S no modifica los valores de las varia-
bles de R, entonces S se comporta deterministicamente sobre
los valores de las variables de R y como adicionalmente
S se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces S se comporta deterministicamente
sobre los valores de las variables de R A P.

wp(S, (Fe|R : P))

wp(S; (3¢ : RAP))
=<Lema 13>

(3| : wp(S, R A P))
=<Lema 9>

(3| : R Awp(S, P))

(Ze|R : wp(S, P)) [ |

Lema 15. Sea S una instruccion, P un predicado y € una
variable no declarada en el programa, entonces

wp(S, (Ve| : P)) = (Ve| : wp(S, P))

Demostracion: Dado que C[S] [supp(cpsy) €s una relacién, es
facil demostrar que la férmula de wp(S, P) del final de la
seccién anterior es equivalente a

(@,7) € supp(C[S]A
(Vy| : (jv J) € C[[S]] rsupp(C[[S]]) ({(fa y)}) =
P(@,y,Y))

Como € no ocurre en la lista de variables libres Z, 7/, entonces
de la formula (Ve| : wp(S, P)) se puede sacar del Ve el lado
izquierdo del A, el Yy’ y el antecedente de = quedando

(7,7) € supp(C[SDA

(Ve : P(z,y,Y)))

wp(S, (Ve| : P))
| |

Lema 16. Sean P y R predicados, S una instruccion que no
modifica los valores de las variables de R, y € una variable
no declarada en el programa. Si (3| : R) = true, entonces

wp(S, (Ve|R : P)) = (Ve|R : wp(S, P))

Demostracion:

wp(S, (Ve|R : P))

wp(S, (Ve| : =RV P))
=<Lema 15>

(Vel - wp(S, ~RV P))
=<Lema 9>

(Ve| : support(S) A (—R V wp(S, P)))

support(S) A (Ve| : =RV wp(S, P))

support(S) A (Ve|R : wp(S, P))
=< (Je| : R) = true >

(Ve|R : support(S) A wp(S, P))
=<Lema 7>

(Ve|R : wp(S, P)) [ |

Lema 17. Sea R un predicado y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de R. Si iy es una variable no declarada en el
programa y € es una expresion en donde S no modifica los
valores de sus variables, entonces

wp(S, e # (min if|R : i5)) =
support(S) A e # (min ig|lwp(S, R) : if)

wp(S, e = (min i¢|R : i5)) =
support(S) A e = (min is|lwp(S,R) : iy)
Demostracion: € # (min if|R : iy) es equivalente a

(=(Fif| : R) = € # o0)A
((3if| :R) = ﬁ(R[if = 6]) vV (H’L'f| RNy < 6))

De modo que:

wp(S, e # (min if|R : if))

=< wp(S, P) = support(S) para cualquier P >
support(S) Awp(S, e # (min if|R :iy))

s_upport(S) A wp(S, (—(3if] : R) = € # 00)A
((igl: B) = ~(Rlif :=€e]) v Big| : RNy <e)))

=<Lema 2>

support(S) Awp(S,~(Fif| : R) = € # 00)A
wp(S, (ﬂif‘ :R) = ﬁ(R[Z’f =€)V (3if| RNy < €))

=<Lema 11>

support(S) A (wp(S,—(Fiy| : R)) = wp(S, € # o0))A
(wp(S, (Fig| : R)) = wp(S, ~(Rlif := €])V
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(Fif|: RNif <e)))

=<Lema 8>
support(S) A (wp(S, ~(Fig| : R)) = wp(S, € # 00))A
(wp(S, (Fig| : R)) = wp(S, ~(Rliy := €]))V

wp(S, (Fif|: RNif <e)))
=<Lema 10>

support(S) A (—wp(S, (Fig| : R)) = wp(S, e # 00))A
(wp(S, (Fif| : R)) = —wp(S, R[iy :=€])V

wp(S, (Fif|: RNAif <e€)))
=<Lemas 13>

support(S) A (~(3if| : wp(S, R)) = wp(S, e # 50))A
((Fig| : wp(S, R)) = —~wp(S, Rliy = €])V

(Jig| - wp(S, R Niy <e)))
=<Lema 2>

support(S) A (=(3ig| : wp(S, R)) = wp(S, € # 0))A
((Fig] : wp(S,R)) = —wp(S, Rliy :=€])V

(Jig| : wp(S, R) ANwp(S,if <¢€)))
=<Lema 6>

00)A

R)Nif <€)

support(S) A (~(Jis| : wp(S, R)) = ¢ #
((Gis| - wp(S, R)) = ~wp(S, Rlif := )V
(i) : wp(s,

=< S no modifica las variables de e y iy >

support(S) A (=(Fig| : wp(S, R)) = € # c0)A
((Fig] - wp(S, R)) = ~(wp(S, R)[if :=€])V
B (3if|2wp(S,R)Aif<€))

support(S) A e # (min irlwp(S, R) < iy)
Por otro lado

p(S, e = (min ig|R:iy))

wp(S, =(e # (min if|R :iy)))
=<Lema 10>

support(S) A ~wp(S, e # (min if|R : iy))

=<Resultado anterior>

support(S) A = (support(S) A e # (min if|lwp(S, R) : iy))

support(S) A (msupport(S) Ve = (min iflwp(S, R) : if))

=< Absorcién>

support(S) A e = (min irlwp(S,R) : iy) [ |

Lema 18. Sea R un predicado y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de R. Si iy es una variable no declarada en el
programa y € es una expresion en donde S no modifica los
valores de sus variables, entonces

wp(S, € # (maz ig|R :iy)) =

support(S) A € # (max iflwp(S, R) : i)

wp(S,e = (mazx if|R:iy)) =

support(S) A e = (max iflwp(S, R) : i)

Demostracion: La demostracion es andloga a la del Lema 17
pero sustituyendo la expresion iy < € por iy > €. [ ]

Nota. las demostraciones de estas propiedades con aserciones
escritas en el lenguaje de la teoria de conjuntos de ZFS,
implican la veracidad de las mismas en un fragmento de un
lenguaje que incluya la teoria de ZFS y que sea cerrado sobre
los operadores A, V, =, = V¥, 3, min, max y wp(S,.).

Por ejemplo el lenguaje de las aserciones decidibles de [2]
(aserciones donde conocer el valor de verdad, si se tienen
todos los valores de las variables libres de la asercion, es
decidible) es tal, que se puede extender para poder escribir
todos los axiomas de ZFS consistentemente, a modo que el
lenguaje de [2] pudiera entenderse, como un fragmento de
ZFS. En este lenguaje de [2] las propiedades de esta seccion
son ciertas para toda instruccion S tal que wp(S,.) sea
cerrado, ya que el fragmento es cerrado sobre A, V, -, =
Y, 3, min y max.

Para mostrar la afirmacion de la nota anterior para el Lema
5 se supone que S es una instruccidn que se comporta
deterministicamente sobre las variables de P y @, que son
predicados escritos en el lenguaje de las aserciones decidibles
de [2] y wp(S,.) es cerrado en ese lenguaje. Como puedo
escribir consistentemente los axiomas de ZFS con la sintaxis
del lenguaje de [2], entonces este lenguaje puede entenderse
como un fragmento de ZFS y por lo tanto el lema 5 es cierto
obteniendo

wp(S, PV Q)
=<Lema 5>

wp(S, P) V wp(S,Q)

Como wp(S,.) es cerrado sobre el lenguaje de [2], entonces
wp(S, P) y wp(S,Q) son férmulas del lenguaje de [2], y
como dicho lenguaje es cerrado sobre el operador V, entonces
wp(S, P)Vwp(S, Q) es una férmula en el lenguaje de [2]. Esto
demuestra que el lema 5 es cierto si se restringen las aserciones
a este lenguaje y w(.S,.) es cerrado en el fragmento.
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IV. CERRADURA Y DECIDIBILIDAD DEL CALCULO DE wp

Del lenguaje y axiomatizacién de la teoria de conjuntos de ZFS
no es directo que todo conjunto definido recursivamente exista,
sin embargo todo conjunto que quiera definirse de forma
recursiva, puede definirse con una férmula en el lenguaje de
ZFS que es equivalente a la recursion inicial. El proceso de
conseguir la féormula del lenguaje de primer orden de ZFS,
que define equivalentemente el conjunto que inicialmente se
encontraba definido recursivamente, se conoce como ‘“‘meta-
teorema de recursién transfinita”. Dado una definicién de
un conjunto hecho de forma recursiva, dicho metateorema
muestra de forma constructiva, cuél es la formula dentro del
lenguaje de ZFS, que define al mismo conjunto.

Una demostracién detallada del metateorema de recursion
transfinita se encuentra en [23], sin embargo es mas general de
lo que se necesita para esta seccidn, ya que es valido para hacer
recursion sobre cualquier ordinal. En esta seccién se usard una
version de dicho teorema restringido a w, cuyo enunciado es:

Teorema 1. Si se tiene un predicado ¢ tal que satisface
(Vk,F| : (3| : ¢(k, F,y))). Definiendo G(k,F) como el
tnico y tal que ¢(k, F,y). Entonces se puede escribir una
formula v donde lo siguiente es demostrable:

1) (VK| : Byl : ¥(k,y))), es decir ¢ define una funcion F
tal que Y(k, F(k))
2) (Vklk € w|: F(k) = G(k, F [k-1))

Una explicacién verbosa del teorema anterior seria que la
expresion F'(k) = G(k,F [r—1) es una definicién recursiva
del conjunto F'(k) y la férmula ¢ (k,y) es una versién en el
lenguaje de ZFS, que define por comprensiéon un conjunto y
que viene siendo igual F'(k). La idea de la demostracién es
la siguiente:

Demostracion: Se define ¢(k,y) como
(k ¢ why = 0)V(k € wA(3d, h|App(d, h) : k € dAR(K) = y))
En donde App(d, h) es un predicado definido como
esFuncion(h)A
d=Dom(h) CwA(¥m)(med=m-—1CdA
(vm)(m € d = @(m, h [m-1,h(m)))

El resto de la demostracién consiste en demostrar (Ily| :
¥(k,y)) por induccién fuerte y luego que la funcién F'(k)
existe usando el axioma de reemplazo. ]

Nota. Note que la demostracion del teorema anterior dice
que si se tiene la formula del predicado o, entonces se tiene
la formula para ¥(k,y), que es una formula escrita en el
lenguaje de primer orden de la teoria de conjuntos de ZFS.
Toda ocurrencia de un conjunto F (k) definido recursivamente
en algin predicado P(...,F(k),...) dentro de una formula
de ZFK, se entiende como una abreviacion de la formula

(VR|(k,R) : P(...,R,...))

Teorema 2. Si el lenguaje que se usa para escribir los
predicados de las aserciones en GCL, es el lenguaje de primer
orden de la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel-Skolem,
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entonces por cada caso particular de predicado Post, de
expresion By e instruccion Sy, existe una formula escrita
en el lenguaje de primer orden de la teoria de conjuntos de
Zermelo-Framkel-Skolem, que es equivalente a wp(do By —
So od, Post)

Demostracion: Se definen recursivamente las siguientes in-
strucciones

If:=ifBy— Sol|-Bo — SKIPfi
Dog :=if—~By — SKIPfi
Doy41 := 1 f; Doy.

Como la interpretacién de una secuenciacién de instrucciones
es la composicion de las interpretaciones, entonces la inter-
pretacién de la instruccién Doy, satisface la siguiente recu-
rrencia:

C[[DOO]] = C[[if_\BO — SKIPf’L]]

C[Dog1] == C[Dox] o C[1 f]

Por otro lado la férmula definida por
o(k, F,y) =
(k=0Ay=_C[Dog])V
(kA20Ak €wAesFuncion(F)Ny=F(k—1)oC[If])V
(m(k=0V(k#0ANk € wAesFuncion(F)))Ny=F)

satisface que:

(Vk, F| : (Qy| : o(k, F,p))).

Si se define a G(k,F) como el tnico y que satisface
o(k, F,y), entonces por el teorema 1, se tiene que existe una
formula 1) que satisface que:

1) (Vk|: (Fy| : ¥(k,y))), es decir ¢ define una funcién F
tal que ¥ (k, F'(k))
2) (Wklk € w| : F(k) = Gk, F 1x-1))

Como G(k, F') en notacién de llaves es la funcién a trozos

C[Doo] st k=0
_ )] Fk=noclfl si  kewy
Gk, F) = esFuncion(F)

F Sino

entonces la féormula
(Vklk € w| : F(k) = G(k, F [1_1))

es equivalente a la recurrencia que define a C[Doy] arriba y
por lo tanto, F'(k) debe ser igual a C[Doyg]. Por esta razén,
como se tiene que F' es una funcién tal que F'(k) es el dnico
valor en el que ¥(k, F(k)) es verdad, entonces cuando el
predicado

¢(k, R)

sea cierto, debe ocurrir que R = C[Doy].
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Por otro lado en [3], se demostré que
(Fklk e wAk > 0:C[Dor]({Z}) € Rygoy)

es un predicado equivalente a wp(do By — Sy od, Post). Sin
embargo, usando el predicado v, la férmula anterior dentro de
ZFS es una abreviacion de

(Fk|k € wAk = 0: (YR[Y (K, R) : R{T}) € Rgoy))
Como 9(k, R) esta definida como
(k¢ wAR=0)V
(k € w A (3d, Do|App(d, Do) : k € d A Do(k) = R))

entonces la férmula anterior se puede escribir equivalente-
mente como

(FklkewNnk>0:
(3d, DolApp(d, Do) : k € dADo(k)({Z}) € Rgoy))

la cual estd escrita en el lenguaje de primer orden de la teoria
de conjuntos. ]

Como puede observarse la formula de la precondicién mas
débil de la demostracién del teorema anterior, se consigue
de forma constructiva, ya que el predicado ¢ (k, R) se extrae
del metateorema de recursién transfinita, y como se tiene la
féormula explicita para ¢, se puede construir la féormula de
¥(k, R) y por ende la férmula de la precondicién més débil
dentro del lenguaje de primer orden de la teoria de conjuntos.

Por lo dicho en el parrafo anterior, este dltimo teorema muestra
que el célculo de wp(Do, .) para cualquier instruccién Do es
decidible dentro del lenguaje de la teoria de conjuntos y por
ende, como las reglas de célculo de wp (que se enunciaron
en la introduccién) para las instrucciones distintas de Do,
son aplicables directamente sobre lenguajes de primer orden,
entonces el cédlculo de wp(S,.) para cualquier instruccién S
es decidible sobre ZFS.

De la demostracion se observa que la asercién wp(Do, Post)
que se extrae del teorema 2 es muy complicada, incluso la
verificacion del valor de verdad de dicha asercién teniendo
los valores de las variables libres puede ser no decidible. Esto
es debido a que el problema de la parada se puede escribir
equivalentemente, como el problema de verificar el valor de
verdad de la precondicién wp(S,true) para valores iniciales
de las variables y constantes del programa S, es decir, para
no contradecir la indecidibilidad del problema de la parada,
debe ocurrir que verificar el valor de verdad de la asercién
wp(S, true), no es decidible en general.

Un ejemplo de uso del teorema 2 para mostrar la complejidad
que pueden tener las aserciones calculadas es el siguiente, en
donde el invariante del ciclo es calculado con la férmula de
wp para Do del teorema 2:

[Var N,i,s: Enteros;
s,1:=0,0;
{Inv: (3klk € wAk >0:(3d, Do|App(d, Do) :
k € d A Do(K)({(N.i,)}) € Rgog))}
doi# N —
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s, =8+1,1+1

od
N-1
{Post : s= Z J}
§=0

]

Como las unicas variables libres que tiene Inv son N,iy sy
el ciclo esta precedido de una instruccién de asignacién, pode-
mos calcular la precondicién mas débil de todo el programa
aplicando la regla de wp de la asignacién obteniendo

(3k|k € wAk >0:(3d, Do|App(d, Do) :
ke dA Do(k)({(N,i,s)}) C Rgoy))[s,i:=0,0]

(Fk|k € wAk >0: (3d, Do|App(d, Do) :
k€ d A Do(k)({(N,0,0)}) € Rgoy))
=<Definicién de Rgoy >
(Fk|k € wAk >0: (3d, Do|App(d, Do) :
N—1
k € dADo(k)({(N,0,0)}) € {(N,i,s) € Z*s = Y j})}))
=0
=<Definicion de App > ’
(FklkewAk>0:
(3d, DolesFuncion(Do) A d = Dom (Do) C wA
(Vmlmed:m—1Cd)A
(Vm|m € d : ¢(m, Do [m—1,Do(m))) : k € dA
N—1
Do(k)({(N,0,0)}) € {(N,i,s) € Z*|s = Y j})})
=0
=<Definicién de ¢ > ’
(GklkewAk>0:
(3d, DolesFuncion(Do) A d = Dom(Do) C wA
(Ymlmed:m—1Cd)A
(Ym|m e d:
(m = 0A Do(m) = C[Dog])V

(m >0ADo(m) = Do [y—1 (m—1)oC[If]) : k € dA

N—-1
Do(k)({(N,0,0)}) € {(N,i,s) € Z*|s = Y j})})
j=0
En donde C[Dog] y C[If] se pueden calcular usando la
definicion de la semantica denotacional de la instruccién i f
de GCL definida en [3], con lo que se tiene que

C[[DOQ]] = id{(N,i,s>eZ3\i:N}U
({(N,i,s) € Z3|i # N} x {abort}) U {{abort, abort)}

y
ClIf] = {{N,i,s),(N',i',s"))y € Z3 x Z3|(N',i',s') =

<N, i+ 1,8+ Z>} o id{(N,i,s)EZﬂi#N}) U id{(N,i,s)EZﬂi:N} U
{{abort, abort)}

El célculo de esta asercion se hizo aplicando directamente las
reglas de wp y las definiciones de la semdntica denotacional
de GCL, lo cual es automatizable, sin embargo la complejidad
y tamano de la asercion es considerable.

Nota. Como una muestra de lo innecesariamente compleja
que puede resultar una asercion calculada usando el teorema
2, observe que se puede demostrar por induccion sobre N, que
esta tltima precondicion mds débil calculada, es equivalente a
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0 < N, que es un predicado mucho mds simple. Esto muestra
que es recomendable usar el teorema 2 sélo cuando no se
puede calcular la precondicion mds débil del programa con
otras técnicas.

V. CONCLUSIONES

El teorema de decidibilidad del cdlculo de wp provee una
alternativa para calcular precondiciones mas débiles de forma
automdtica, sin embargo estas precondiciones, en muchos ca-
sos, no serian aserciones decidibles. Por esta razon el teorema
sugiere una aplicacién de software para el calculo de wp que
maneje aserciones no decidibles de forma simbdlica.

La idea prictica es usar todas las técnicas conocidas para
calcular precondiciones o invariantes, y en caso de que estas
técnicas fallen en el cdlculo de una asercion decidible, la
aplicacién arroja como ultima opcidn, la asercién resultante
del teorema de decidibilidad aqui mostrado.

Una aplicacién de este estilo trabajarfa en muchas ocasiones
con aserciones no decidibles, por lo que no tiene sentido
manejar estas aserciones dentro del lenguaje de programacion
en cuestién, porque en estos casos las aserciones no serian
programables. Por esta razén sugiero que una aplicacién que
haga uso del teorema de decibilidad aqui mostrado, maneje
las aserciones como comentarios al cddigo. Por ejemplo se
pudiera desarrollar un IDE que inserte a modo de comentario,
de forma automadtica la precondicién mas débil de cada ins-
truccién. Un IDE de este tipo siempre puede computar una
asercion entre todas las instrucciones del programa, aunque
algunas de ellas sean no decidibles, pudiera ser provechoso,
porque es posible que en el cdlculo sucesivo de wp, las
aserciones se simplifiquen y se obtenga, al final del proceso,
una precondicién mds débil de todo el programa, que sea una
asercion decidible.

Por otro lado desde el punto de vista tedrico, los resultados
aqui presentados muestran que la teoria de wp de Dijkstra es
aplicable sobre la teoria de conjuntos, y por ende también el
teorema de la invariancia y todas las reglas de Hoare derivadas
de wp. De esta forma se pueden usar las técnicas de correccion
formal sobre algoritmos con tipos de datos pertenencientes
a la teorfa de conjuntos. Por ejemplo, se puede usando wp
o reglas de Hoare, corregir algoritmos donde los tipos de
las variables son objetos como ordinales, cardinales, filtros,
ultrafiltros, espacios topoldgicos, etc.
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