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Resumen: Dijkstra definié el transformador de predicados wp (weakest precondition), y en dicha definicién establece
para la instruccién de iteracién Do un predicado Hy(Post) que describe los estados iniciales que hacen que el ciclo
itere a lo sumo k veces, satisfaciendo la postcondicién Post. En trabajos recientes se han determinado técnicas para
calcular explicitamente Hy(Post), lo cual representa una alternativa a la regla de Hoare del invariante y una forma de
calcular precondiciones mas débiles de Do. No existen muchas técnicas practicas, que permitan calcular explicitamente
la precondicion mas débil wp, por lo tanto historicamente ha sido mds versatil usar las reglas de Hoare para obtener
precondiciones, con lo cual se sacrifica la generalidad de las aserciones. En este trabajo se muestra como hacer este calculo
explicito de wp para una familia de algoritmos de punto fijo. Esta familia de algoritmos, junto con sus precondiciones
mads débiles, representan un framework para construir algoritmos de punto fijo correctos.

Palabras Clave: Correccién Formal de Programas; Precondicién mas Débil; Derivacion de Algoritmos.

Abstract: Dijkstra defined the predicate transformer called wp (weakest precondition), and that definition establishes the
predicate Hy,(Post) for the iteration statement DO, that describes the initial states that forcing the loop to iterate at most
k times, with a final state that satisfy the post-condition Post. In recent works, some techniques have been developed
to calculate explicitly Hy(Post), which represents an alternative to invariants of Hoare’s rule, and a way to calculate
weakest precondition of DO. There are not many practical techniques to explicitly calculate the weakest precondition
wp, therefore historically it has been more versatile to use Hoare’s rules to obtain preconditions, thereby sacrificing the
generality of assertions. This work shows how to do this explicit calculation of wp for a family of fixed point algorithms.
This family of algorithms, along with their weakest preconditions, represent a framework for building correct fixed point

algorithms.

Keywords: Formal Program Verification; Weakest Precondition; Derivation of Algorithms.

I. INTRODUCCION

En este trabajo se realiza un andlisis de una familia de
algoritmos de punto fijo para calcular un conjunto. Dada
una postcondicién que enuncia que cierta variable contiene
el conjunto deseado y un algoritmo de punto fijo, se estudia
la precondicién mdas débil y la condicién de terminacién de
los ciclos de algoritmos de punto fijo, usando las técnicas de

[1z].

Para unificar la presentacidn de los algoritmos en este trabajo,
todos los algoritmos serdn escritos en pseudolenguaje GCL
(Guarded Command Language) (3], que es un pseudolenguaje
definido por Dijkstra, donde se pueden escribir algoritmos no
deterministicos. GCL admite una l6gica de Hoare [4] y férmu-
las para precondiciones mds débiles, relativamente simples,
que facilitan la actividad de correccién de un programa.

Si Pre y Post son predicados para ser usados como precondi-
cion y postcondicién de una instruccién .S, entonces la logica

10

de Hoare [4] se basa en la nocién de tripletas {Pre}S{Post},
que se entienden como un predicado que es verdadero si y
s6lo si la instruccién S manda los estados del programa que
satisfacen Pre a estados que satisfacen Post.

En este trabajo se supone que ninguna expresion tiene valores
indefinidos, sino mas bien, indeterminados. Por ejemplo si
{R;}!, es una familia de conjuntos, entonces si i es de
tipo entero, se supone que la expresion R; estd definida para
todo ¢ entero, solo que para ¢ < a Vi > n no se conoce el
valor de R;, pero si existe. De esta forma un predicado de
la forma P(R;) tiene siempre un valor de verdad, solo que
para ¢ < a Vi > n no se conoce. Al modificar el predicado
anterior por a < i < nAP(R;), se tiene que siempre se puede
calcular el valor de verdad, ya que para los valores de ¢ que
no se conoce el valor de verdad de P(R;), si se conoce que
a <1 < nes falso y por lo tanto todo el predicado seria falso.

La abreviacién domain(Exp1, ..., Exp,) [5] referencia a



Revista Venezolana de Computacion - ReVeCom (ISSN: 2244-7040) - SVC
Vol. 6, No. 2, Diciembre 2019

un predicado que indica los valores de las variables de las
expresiones Expi,..., Exp,, en que el valor de todas ellas
estdn determinadas. Por ejemplo domain(R;) = a < i < n.
Al igual que en el parrafo anterior, un predicado cualquie-
ra P(Expy,...,Exp,) siempre puede ser modificado por
domain(Exp;,..., Exp,) A P(Exp,...,Exp,), para que
su valor de verdad siempre se pueda calcular, incluso cuando
el valor de las expresiones esté indeterminado. En el presente
trabajo se sigue la filosofia de usar siempre predicados de este
tipo.

Salvo en la Seccién XI, las nomenclaturas = y B — S
denotan la implicacién y una guardia con condicion B e
instruccidén S respectivamente. Solamente en la Seccidén XI,
estas nomenclaturas denotarédn la relacion de derivacion y una
produccién de una gramatica libre de contexto respectivamen-
te.

En este trabajo si se abrevian a S; con 0 < i < n como
instrucciones, entonces se denota a S;;.S; como la secuencia-
cion de instrucciones, se denota IF como la instruccién de
seleccidn:
if By —
| So
[ } By —
S1

[]By —
| Sa
fi

y la abreviacion DO como la instruccion de iteraciéon con
mdltiples guardias:

do By —
| So

[]B; —
51

[]By —
| Su
od
Se denotara como Do a la instruccién de iteracidon con una
sola guardia do By — Sj od.

Se denota SKIP a la instruccién que no cambia el estado
de ejecucién, se denota 7j y Exp como listas de variables y
expresiones respectivamente, y [y := Exp] como el operador
que sustituye en paralelo, las variables y por las expresiones

FExp en predicados.

Para hacer derivaciones 16gicas sobre tripletas de Hoare, se de-
finen para el lenguaje GCL, las siguientes reglas de inferencia,
en donde By, ..., B, son expresiones booleanas del lenguaje
GCL y DG es una abreviacién de domain(By, ..., B,):

{A}SKIP{A}
{domain(Exp) A B[j := Exp|}7 := Exp{B}

{A}So{B} {B}S:1{C}
{A}So; 51{C}
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A= Do {A A Bo} ...{;}g/\Bn}
0 n
A(BoV- -V By) (B 5
{A} if By — So[ ][ |Bn — S, fi {B}
A= A {A}So{B'} B'=B
{A}So{B}

{InvA Bo A0 < Exp=Z}
Inv=- domain(By) 0
{IvAO0 < Exp < Z}

{Inv} do By — Sy od {Inv A =By}
El predicado Inv de la dltima regla de inferencia se conoce

como invariante, y éste se usa para verificar la correctitud de
una Tripleta de Hoare que involucre un ciclo.

Dijkstra adicionalmente en [3] definié el transformador de
predicados wp para el lenguaje GCL, que es una funcién que
recibe una instruccién y una postcondicién sintdcticamente ha-
blando y devuelve la precondicién mas débil de la instruccién
y la postcondicién. Si BB es una abreviacion del predicado
By V ---V B,, entonces las reglas que definen wp son las
siguientes:

o wp(SKIP, Post) := Post

o Wp(Yiys-- - Yip, := EXpy,...,Expy, Post) :=
domain(Expy, ..., Exp;) A
Post[yiy, - .-, Yi, := Expyq, ..., Exp;]

wp(So; S1, Post) := wp(Sp, wp(St, Post))

wp(IF, Post) := domain(By, ..., B,) A

(BO VeV Bn) N (BO = Wp(S(),POSt)) AL

A (Bpn = wp(Sy, Post))

wp(DO, Post) := (Jk|k > 0 : Hp(Post)) en donde
Hj.(Post) es un predicado que satisface las ecuaciones

Hy(Post) = domain(BB) A —(BB) A Post
Hy (Post) = Hy(Post) V wp(IF, Hi_1(Post))

para k > 1

El predicado Hj(Post) en la definicion de wp(DO, Post)
anterior, describe el conjunto de estados que hacen que el ciclo
DO itere a lo sumo k veces satisfaciendo la postcondicion
Post al final de la ejecucion.

Trabajar con Hy(Post) como precondicién de un ciclo, tiene
la ventaja de que la expresion k determina el nimero maximo
de iteraciones que el ciclo puede realizar, por lo tanto se
puede estimar la complejidad en tiempo de ejecucién. Por
otro lado intentar usar Hy(Post) en lugar de cualquier otro
invariante puede ser conveniente ya que en los trabajos [6][1]
se ha venido planteando, que en algunos casos es muy facil
calcular Hy(Post) formalmente, sin necesidad de conjeturar
un invariante y usar las reglas de Hoare para validar.

Por otro lado Morgan en [7], muestra una forma de abstraer
partes del cédigo de un algoritmo y aun asi, seguir calculando
la precondicién mds débil del algoritmo dado una postcon-
dicién. Estas abstracciones de codigo reciben el nombre de
“instruccion de especificacién”, ya que son manejadas dentro
del algoritmo como si fueran instrucciones, aunque su c6digo
atin no se conoce. Por medio de instrucciones de especificacion
es que en este trabajo se hacen las abstracciones necesarias,
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para describir la familia de algoritmos de punto fijo, que es
objeto de estudio.

A. Contribucion

Dada la existencia de una sucesién de conjuntos {R;}7_,, se
define una familia de algoritmos de punto fijo, que computan
el punto fijo de la sucesién de conjuntos, la familia se describe
por medio de instrucciones de especificaciéon de Morgan [7].
Dada una postcondicién que indica que en cierta variable R,
se encuentra almacenado el punto fijo de la sucesion (Es decir
que R = R; = R;_;), entonces se demuestra que todos estos
algoritmos con la postcondicién descrita anteriormente, tienen
como precondiciéon mds débil a (Jela < e <n—1: R, =
Rc11). Esta demostracién se hace conjeturando un predicado
y demostrando que ese predicado es un Hy(Post).

Adicionalmente se muestra que la técnica para conjeturar
Hj(Post) definida en [1] aplica para este caso, mostrando
cémo fue el procedimiento para conjeturar el predicado que
se us6 para calcular la precondicion més débil.

Durante los célculos del transformador de predicados wp, se
usan las propiedades algebraicas descritas en [2], mostrando
como el uso de estas propiedades facilita el proceso, dando
asi una pequefia contribucién, en aras de construir un célculo
préctico para precondiciones mas débiles.

La familia de algoritmos definida, junto con sus abstracciones
de cdédigo y precondicién mds débil representan un frame-
work para construir algoritmos de punto fijo correctos. Como
ejemplo del uso de este framework, se instancia la familia
en el algoritmo de biisqueda de simbolos anulables, para
hacer limpieza de gramaticas libre de contexto. Esto se hace
refinando las instrucciones de especificacién y demostrando
que la precondiciéon mds débil del algoritmo para este caso es
una tautologia.

B. Trabajos Relacionados

Originalmente Dijkstra en [3] defini6 el transformador de
predicados wp con las reglas recursivas anteriores, salvo que
no us6 el predicado domain. Posteriormente en [5], buscando
que las aserciones de GCL sean totalmente evaluables, es
decir que no existan estados donde el valor de verdad de
la aserciones sea indefinido, se defini6 por primera vez el
predicado domain, pero solo en la definicién de wp de la
asignacion. Luego en trabajos recientes como [8][9], se usa
domain también en la regla de definiciéon de wp para el IF.
Mas adelante n [10] se hace una demostraciéon basada en
semantica denotacional, que justifica que para que las asercio-
nes de GCL sean totalmente evaluables, se debe usar domain
también en la regla del wp del DO al definir Hy(Post). De
modo que la definicién de wp que se usa y se presentd en este
trabajo es la de [10].

Morgan [7] define el concepto de refinamiento, instruccién
de especificacién y cémo calcular wp de esta instruccién
bajo ciertas condiciones sintdcticas sobre las variables de
especificacién de las aserciones. Posteriormente en [11] se
revisita la definicién de la instruccién de especificaciéon desde
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un punto de vista denotacional, interpretindola como una
relacion de estados del programa y con eso se establecié una
férmula general para calcular wp de estas instrucciones. Otro
trabajo donde se estudia a la instruccién de especificaciéon y
el concepto de refinamiento como relaciones de estados del
programa, es [12].

En [13] se muestra una técnica semantica llamada relaciones
invariantes, para calcular invariantes en el lenguaje de la teoria
de relaciones y wp de un ciclo. Andlogamente, pero con
técnicas sintdcticas, en [6] y posteriormente en [1], se muestran
teoremas que sirven para calcular Hy(Post) explicitamente y
por lo tanto para calcular wp de Do con postcondicién Post.
Posteriormente en [2], se demuestra propiedades algebraicas
del transformador sintactico wp usando semantica denotacio-
nal, estas propiedades pueden facilitar los calculos de wp.
Estas propiedades fueron usadas para demostrar los teoremas
de [1], pero hasta el momento no existen trabajos que las usen
para hacer célculos en concreto y mostrando en qué medida
representan un aporte a la praxis de correccion. Este trabajo es
el primero en que estas propiedades son usadas para realizar
célculos concretos.

II.

En esta seccién enunciamos las definiciones y teoremas mas
recientes, segin la bibliografia de este trabajo, relacionados al
célculo de wp y de Hy(Post) de un ciclo. Las demostraciones
ausentes de los teoremas de esta seccion se pueden conseguir
en [1][2].

Lema 1. wp(S, P A Q) = wp(S, P) Awp(S, Q)

PRELIMINARES

Notacion. Para abreviar wp(S,true) se usard la notacion
support(S), donde S es una instruccion.

Asi tenemos que support(.S) define el conjunto de estados
iniciales mds grande en el cual la intruccién S no aborta. En
el siguiente lema se muestra un caso, en donde es ttil usar
support para calcular wp.

Lema 2. Sea P un predicado y S una instruccion que no
modifica los valores de las variables de P, entonces:

wp(S, P) = support(S) A P.
Lema 3. Sea S una instruccion, entonces:
support(S;i : =i + 1) = support(S)

Lema 4. Sea S una instruccion (deterministica o no) tal que
se comporta de forma deterministica sobre las variables del
predicado PV @, entonces:

wp(S, PV Q) =wp(S, P)Vwp(S,Q)
Lema 5. wp(S, P) = support(S)

Lema 6. Sean P y Q) predicados y S una instruccion que no
modifica los valores de las variables de P, entonces:

wp(S,PAQ) =P Awp(S,Q)

wp(S, PV Q) = support(S) A (P Vwp(S,Q))
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Lema 7. Sean P y Q) predicados y S una instruccion que
se comporta deterministicamente sobre los valores de las
variables de P, entonces:

wp(S, P = Q) = support(S) A (wp(S, P) = wp(S, Q))

Lema 8. Sea P un predicado, S una instruccion que se com-
porta deterministicamente sobre los valores de las variables
de P, y € una variable no declarada en el programa, entonces:

wp(S, (Fe| : P)) = (Je| : wp(S, P))

Definicion 1. Sea K una expresion y Do una instruccion de
la forma:
do B —
IS
od
{Post}

Sean ademds k', ¢, € variables no declaradas en el programa
(es decir no ocurren en Do) y no ocurren en Post, donde
S es una instruccion (deterministica o no deterministica). Se
definen:

1. El predicado domBG como un predicado que satisface:

e En domBG ocurren sélo ¢ y las variables del
programa
e domBG|¢' := 0] = domain(B)
e domBG = wp(S, domBG[e' := € —1]) suponiendo
que 0 < € < K Adomain(B) A B A support(S).
2. El predicado N BG como un predicado que satisface:

e En N BG ocurren solo €y las variables del programa
e NBG[e:=0]=-B
e« NBG = wp(S, NBGle := € — 1]) suponiedo que
0 < € < K Adomain(B) A B A support(S).
3. El predicado Ty, como:

(Fel0 < e <k : (V|0 < € <e€:domBG) AN NBG).
4. El predicado TI como: Ty N B

En el siguiente teorema se establecen las condiciones suficien-
tes para determinar si un predicado es un Hy/ (Post).

Teorema 1. Sean K una expresion, Do una instruccion como
en la definicion 1 y k', e, €' variables como en la Definicion
1. Entonces, si S actiia de forma deterministica sobre las
variables de domBG y N BG, se satisface lo siguiente:
Si existe un predicado inv tal que:

1. domain(B) A =B A Post = domain(B) A =B A inv.

2. (VK1 <K <K :TIy = (wp(S,inv) = inv))
Entonces:

Hy:(Post) = Ty Ainv

para todo k' tal que 0 < k' < K.

El predicado en 1 del teorema anterior se le llamard Obligacion
de Prueba de Terminacion y al predicado en 2, Obligacion de
Prueba de Iteracion.

Corolario 1. Si un predicado inv cumple con la obligacion de
prueba de terminacion y de iteracion usando k' sin ninguna
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cota superior K que lo restrinja, entonces definiendo Ty,
como:

(Fel0 <€ : (V|0 < ¢ <€e:domBG) A NBG)
se tiene que:
wp(Do, Post) = Teo N inv.

Por otro lado si Hy (Post) es de la forma Ty A inv para
E <K+1y Hgy1(Post) = Hg (Post), entonces:

wp(Do, Post) = H (Post)

Teorema 2. Si B es la guardia del ciclo Do en la definicion
1 y domain(B) = true, entonces domBG = true.

Proof: Se demuestra que definiendo domBG como true,
se satisfacen las reglas recursivas de la definicién 1.

domBG|e := 0] = true[¢’ := 0] = true = domain(B)
Se supone que 0 < ¢ < K A domain(B) A B A support(S)
y se demuestra lo siguiente:

domBG = wp(S,domBG[e' := € — 1]) = wp(S, true[e’ :
true

€ —1]) = wp(S, true) EM

Teorema 3. Sean Ki,..., K, expresiones en donde solo
ocurren variables del programa que no son modificadas por
S ytales que 0 < K1 < ... < K, < K. Sean Fy, ..., P,
predicados en donde solo ocurren € y variables del programa
en las que S actiia de forma deterministica. Suponiendo que
e < K, domain(B), B, support(S), Pyle := 0] = -B,
wp(S, Pi_1le :== K;]) = P; y wp(S, Pile := ¢ —1]) = P
sii=0N1<e<Ki0i#0Ni#nANK;+1<e< K;1y
oi=nAK, +1<e entonces:

NBG

(0 <e< Kl/\P())\/..\/(Ki <e< KiJrl/\.PZ')\/..\/(Kn < 6/\Pn)
para 0 <e < K

Proof: En la férmula NBG del enunciado solo ocurre
€ y las variables del programa. A continuacién se demuestra
que N BG satisface las condiciones de la definicion 1.

NBG[e := 0]

true Jalse

=l
A\

<TLA Rfe = 0]) v ..(MA Pyle :=0)])
VoV (Ke<UA Pyle == 0])
%0[6 = 0]
B

Para ¢ > 0 se tiene:
wp(S, NBG[e := € — 1])
wp(S,(0<e—1< Ky APyle:=€e—1])

VIVill<i<n:K;<e—1<K;11 ANPje:=e—1])
V(K, <e—1AP,le:=€e—1)))



wp(S,(1<e< Ki+ 1A Pyle:=€¢—1])
VIVil<i<n:K;+1<e< K41 +1APe:=¢c—1])
V(Kp,+1<eAP,le:=€e—1]))

<< <<l

<< <<Eg

=

AAAA
=

A~ S N

—~
—_

<

\/(\/Z"l <it<n:e=Kg1+1AN wp(S,R[e = Kz+1]))

)

)

o~ =

\%
\

I =

(S,(1<e< Ky ANPye:=¢—1])
:K1+1/\P0[622K1])

il<i<n:(K;+1<e< K1 ANPfe:=€e—1])
Kit1+ 1A Pjle == Kit1]))
+1<eAPyfe:=€e—1]))

,(1<e< KjAPyle:=e—1])

:K1+1/\P0[€Z:K1D

il<i<n:K;+1<e< K11 APfe:=€e—1])
i‘lS’i<TLI€:KZ'+1+1/\H[€Z:K1'+1])

K,+1<eAP,Je:=e—1]))
( Lema 4 y 6 e hipétesis support(.S))

IN

e < K1 Awp(S, Pyle :== e —1]))

(e = K1 + 1 Awp(S, Pole := Ki]))
V(Vi‘1§i<nZKi+1<€§Ki+1/\

wp(S, Pile := € — 1]))

V(Kn 41 < eAwp(S, Pole =€ —1]))

1§6§K1/\P0)V(6:K1+1/\P1)
(\/Z‘1§2<7’LK1+1<6§K1+1/\P1)
(Vill<i<n:e=K;t1+1AP4)
(Kp+1<eAP,)

si n = 1 se usa idenpotencia del V con Ky = 0o

< Si n > 1 se usa separacién de rango,
y rango vacio

(1§6§K1/\P0)

< <O << KK K< <K<K <KL

—~~
AU

<<=

—~~

<
K
\

K
V

n

K1+1VK1—|—1<€§K2)/\P1)
Z‘2§Z<7’LK1—|—1<€§KH_1/\PI)
i1<i<n—1:e=Kit1+1AP1)
— Ky +1VE, +1<c)AP,)

€SK1/\P0)

1+1S6§K2/\P1)
Z‘2§Z<TLKZ+1<€SKZ+1/\P1)
i2<i<n:e=K,+1AF)

)

+
[
IN
(e

>
e

1§€§K1/\P0)

1+1§€§K2/\P1)
i2<i<n:(e=K,+1APB)V

(K, +1<eAP,)

1<6§K2/\P1)
i‘2§i<TLZKZ‘<6§Ki+1/\.P7;)

6<K1/\P0)
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V(K, <eAP,)

(fatseV1'< € < K1) A Py)
\/i|1§i<n:Ki<€SKi+1/\Pi)
K, <eAPR,)

—_~

< <21

IN

e<KiANP)V---V(K,<eAP,)

=l

BG

III. INSTRUCCION DE ESPECIFICACION

Segin [10], dado un algoritmo en que se declaran identi-
ficadores de tipos Ti,---,T), (en ese orden), se considera
un estado de la ejecucién, a un elemento en el conjunto
{abort} U [[;, T;, en donde abort es un elemento es-
pecial para indicar una ejecucién abortada. Adicionalmente
una instruccion (deterministica o no) se considera como un
conjunto de pares ordenados de estados de ejecucidn, los
cuales representan entradas y salidas de una ejecucién de la
instruccion.

Con los conceptos del parrafo anterior se define lo siguiente:

Definicion 2 (Instruccién de Especificacion). Sea A un algo-
ritmo en donde T y y son listas de identificadores de tipos
T y T’ respectivamente, tales que T,7 es la lista de todos
los identificadores declarados en A, y aquellos identificadores
que se declararon constantes, ocurren en T. Si Z es una
lista de variables, de tipos T", no declaradas en A y Pdef,
Qdef son predicados que dependen de T,7, Z, entonces la
nomenclatura 7 : [Pdef(Z,v, Z), Qdef(%, 7, Z)| se considera
como una instruccion, que se define como el siguiente conjunto
de pares ordenados de estados de ejecucion:

R'U (Dom(R)¢ x {abort})
donde Dom(R')¢ = ((T x T") U {abort}) \ Dom(R') y

R = |J Ry
ZeT?
R = {((z,9), (z/,y")) € Domy x Rgo |7 = 2’}
Domy := {(7,y) € T x T'"| Pdef(z,7,Z)}
Rgoy :={(7,7) € T x T"| Qdef(z,7, Z2)}

En otras palabras la instruccion de especificacion

7y : [Pdef(z,7, Z),Qdef(Z,7, Z)], se considera como una
abstraccion de cédigo. El codigo que se abstrae corresponde
a una instruccién, que se comporta de forma que, cada
estado de ejecucién inicial que satisface Pdef(Z,7, Z) (para
valores fijos de Z), es transformado a un estado que satisface
Qdef(z,%, Z) (para los mismos valores de Z), pero con la
restriccion de que los valores de los identificadores T no

cambian en la transformacion.

Se puede calcular wp de una instruccién de especificacién
dado una postcondicién de forma general, pero para este
trabajo nos interesa solo un caso particular, que es cuando
en los predicados no hay variables de especificacién Z. Para
este caso se tiene el siguiente teorema de Caroll Morgan [7]:
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Teorema 4. Sea un algoritmo donde T,y es la lista de
identificadores declarados en donde aquellos declarados como
constantes ocurren en la lista T. Si Pdef(Z,7), Qdef(Z,7) y
Post (T, y) son predicados sin variables de especificacion (sélo
ocurren los identificadores declarados en el programa), tales
que para todo T, 7 en el que se satisface Pdef(T,7), existe y’
tal que Qdef (T, y’), entonces, una precondicién mds débil pa-
ra la instruccion de especificacion g : [Pdef (Z,7), Qdef (T, 7))
y Post(Z, g) es:

Pdef(Z,7) A (Vy| Qdef (Z, 7) : Post(Z,7))

IV. ESQUEMA DE ALGORITMOS DE PUNTO F1JO
Dado una familia de conjuntos {R;}?_, (donde n > 0y puede
ser n = oo) se define el esquema de algoritmos de punto fijo
a la familia de algoritmos resultantes de refinar la instruccién
de especificacion del siguiente algoritmo:

I

Var i,Prev,R: Int, Set, Set;

i,R:=a,Ry;

do
Prev :=R;
R:[a<i<nAPrev=R;,R=Rii4];
i=i+1

while Prev #R —
Il

Observacion 1. Las instrucciones:

R:[a<i<nAPrev=R;yR=R;1]

R:[a<i<nAPrev=R;,a<i<nAR=R;]

son las mismas ya que las variables a, © y n no son
modificadas por dicha instruccion. Siguiendo la filosofia de
que no deben existir estados en que las aserciones queden
indeterminadas, se deberia usar la segunda version de la
instruccion, pero al ser ambas iguales, se escogio la primera
porque facilita los cdlculos.

Usando los teoremas anteriores se calculard la precondicién
mas débil del algoritmo anterior para la postcondicion Post :
a<i<nAR=R;=R,;_, para esto se descompone el do-
while en una instruccion de iteracion Do usual de la siguiente
forma.

I

Var i,Prev,R: Int, Set, Set;

i,R:=a,Ry;

Prev :=R;

R:[a<i<nAPrev=R;,R=Rii4];

i:=1i+1;

do Prev #R —
Prev :=R;
R:[a<i<nAPrev=R;,R=Rii];
i=1i+1

od

Il
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De ahora en adelante se abreviard con S, a las tres instruccio-
nes dentro del bloque del Do anterior.

V. CALCULO DE domBG Y support(S)

Como domain(B) = domain(Prev # R) = true, entonces
por el teorema 2 se tiene que:

domBG = true.

Por otro lado para calcular support(.S) se calcula wp(S, true)
como a continuacion.

Prev:= R;
wp| R:[a<i<nAPrev=R;,R=R;11]; , true
i:=1+1
= (definicién de wp)
Prev := R;
a<i<n
wp .
R: A JR=R;i1|,wp(i:=i+1,true)
Prev=R;
= (definicién de wp
a<i<n
wp(Prev := R, wp(R : A ,R=R;y1| ,true))
Prev=R;

(teorema 4)

a<i<nAPrev=R;\
true)

wp(Prev := R,
(VR|R =

_ i1 - tI’llC)

a<i<nAR=R,
Con lo que:

support(S) =a <i<nAR=R;

VI. CALcuULO DE NBG

Para calcular N BG se estudian diferentes casos para diferen-
tes valores de e.

Para e =0
NBG = Prev = R por definicién
Para e > 1

Para calcular NBG se usara el Teorema 3, para esto se debe
suponer como hipétesis 0 < € < K Adomain(B) A B A
support(S). El valor de K se determinard mds adelante. A
continuacién se hacen cdlculos de wp(S,.) para determinar
una férmula N BG para diferentes valores de ¢ fijos.

Parae =1
Prev:= R;
a<i<n
wp| R: A ,R=R;y1|; , Prev=R
Prev=R;
i:=1+1
= (definicién de wp)
Prev:= R;
a<i<n Prev
YPlR. A ,R=R;jp1| ,wp(i:=i+1, = )
Prev = R; R

(definicién de wp)
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a<li<n Prev
wp(Prev:=R, wp(R: A ,R=Riy1|, = ))
Prev = R; R

(teorema 4)

a<i<nAPrev=R;N\
VRIR = R;y1 : Prev = R) >
(regla de un punto)
wp(Prev:= R,a <i<nA Prev=R; N Prev = R; 1)
(definicién de wp)

wp (Prev = R, (

=l

§i<n/\R:Ri/\R:Ri+1
(hipdétesis support(.S))
true
agi :Ri/\Ri:Ri+1
= (e=1)
Riye 1= Riye

Como n es una cota superior para los indices de la familia de
conjuntos {R;}_,, entonces i + € < n, con lo que e <n —1
(inecuacién vdlida incluso si n = oc0), con lo que se deduce
que el valor de K de la definicién 1 es n — ¢ y por lo tanto

hay que suponer en todo momento que 0 < € <n — 1.

A continuacién se demuestra que para todo € > 1, se cumple
que wp(S, (Rite—1 = Rixe)le =€ —1]) = Rize—1 = Rite

Para e > 1

Prev := R;
a<i<n
wp | R: A yR=Riy1|; ,Rije2=Rite1
Prev=R;
1:=14+1
= (definicién de wp)
Prev := R;
wp a<li<n ) Ri+€_2
R: A >R:Ri+1 77Up( = = )
Prev = RZ 141 R¢+€_1
= (definicién de wp)
a<i<n Ri+571
wp(Prev:= R; R : A yR=Rit1|, = )
Prev=R; Riy.

(Lema 2 y 3 e hipétesis support(S))
rue

a<i =RiANRjye—1 = Riqe

Segin el Teorema 3, tomandon =1, K1 = K, =0, Py P,
como Prev =Ry R;+._1 = R;;. respectivamente, se tiene
que:

NBG = (EZOAPTGU:R)\/(O<6/\RZ'+€_1 :Ri+e)

CONDICION DE TERMINACION DE ALGORITMOS DE
PuNTO F1JO

VIL

Segin la definicién 1 se tiene que:

T = 3el0<e<k' :(e=0APrev=R)
V
(0<€e€ARite—1 = Rite))
Lo cual es equivalente a:
Prev=RV (31 <e<k' :Ritc1=Ritc)
ya que por hipétesis 0 < k'
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VIII.

En esta seccién serd de utilidad demostrar el siguiente lema.

CALCULO DE Hj (Post)

Lema 9. Sea S las tres instrucciones del bloque interno del
Do del algoritmo al final de la Seccion 1V, entonces:
1. wp(S, R = R;) = support(S)
2. Suponiendo support(S) como hipdtesis, se tiene que:
e wp(S,Prev=R) =R, = Ri1
o wp(S,Riye—2 = Riye1) = Riye—1 = Riye para
cualquier ¢

Proof: La demostracién de la parte 2 se encuentra en
los célculos de wp de la Seccién VI, los cdlculos hechos no
dependian del valor de ¢, sino solo de la hipétesis support(S).
La parte 1 se demuestra a continuacion.

Prev := R;
a<i<n
wp| R: A , R=Riy1|; , R=R;
Prev = R;
=1+ 1
N Prev := R;
a<i<n ) R
YPlR. A ,R=Rit1| ,wp( ==, =)
Prev=R; i1+1 R;
N a<i<n R
wp(Prev:=R,wp(R : A JR=Rix1|, = ))
Prev=R; R

= (teorema 4)

a<it<nAPrev=R;\
true

= Riy1)

wp | Prev:= R,
(VR|R = B;

<i<nAR=R;

Il

support(.S) [ ]

Observacion 2. La segunda parte del Lema anterior puede ser
usada si dentro de una férmula, se encuentra en conjuncion
support(S) junto con wp(S, Prev = R) 0 wp(S, Rjte—2 =
Ri+e—1)~

A continuacion usando el teorema 1, se demostraran las
obligaciones de prueba de iteracién y de terminacién tomando
1nY Como:

R=R;AN(Prev=R=a<i<nAR;=R;_1)A
(Prev#R=a<i<n)
Para la obligacién de prueba de terminacidn se tiene:

domain(B) A =B A inv

domain(B) A Prev = RAR = R; A
(Prev=R=a<i<nAR;,=R;_1)A
(Prev#R=a<i<n)

domain(B)APrev=RAR=R;ANa<i<nAR;,=R;_;

Post

domain(B) A =B /\W
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Para la obligacion de prueba de iteraciéon se debe suponer
Tw A Prev# R con 1 <k’ <n—iy hacer lo siguiente:

)

wp(S, inv)
(Prev=R=a<i<nAR;=R;_1)A

wp(S, (Prev#R=a<i<n)ANR=R;

(Lema 1)

wp(S,Prev =R=a<i<nAR;=R;_1)A

wp(S, Prev # R = a < i< n) ANwp(S,R = R;)

(Lema 9)

wp(S,Prev =R=a<i<nAR;=R;_1)A

wp(S,i < aVi>n= Prev=R)Asupport(S)

(Lema 7 y 1)

p <
wp(S, Prev = R) = 1;;];((%7%?:2 ]_%17_1)1/)\
p(S,i < aVi>n)= wp(S, Prev = R)) A support(S)

(Lema 9y Support(S)t:\ a<i+1<n)
rue

A

Il

=

(Ri:Ri+l =a<1i <nAR4 :Ri>/\
fal
(i+¥+<aVi+1>n= R; = Ri1) Asupport(S)
support(S) = (i+1>n=i=n—-1)y
1<k <n—iANTwAPrev£ZRANi=n—1
=

R, =R
true

(RZ =R, i+t1 = Rz) A (’L =n — D= Ri+1)/\
support(S)

support(S) A (false = a <i<nAR;=R;_1)
(hipbtesis Prev # R)

;

a<i<nAR=RAN(Prev=R=a<i<nAR;=R;_1)

= (hipétesis Prev # R)

R=R;AN(Prev=R=a<i<nAR;,=R;_1)
A(Prev#R=a<i<n)

mnuv

Observacion 3. Note que en el cdlculo anterior, la sugerencia
support(S) = (i+1 >n=1i=n—1) es cierta si n = 0o, ya
que en este caso i+1>n = falseyi=n—1= false. Por
la misma razon es cierto que 1 < k' <n —i ATy N Prev #
RANi=n—-1= R; = R;;+; cuando n = .

Con esto queda demostrado que Ty Ainv con 0 < k' <n—1
es un Hjs (Post).

IX. CALCULO DE LA PRECONDICION MAS DEBIL DEL
CicLo

En esta seccién se demuestra que H,,_;(Post) es la precondi-
cién mas débil del ciclo. Como se indic6 en la Seccién VI, si
n = oo entonces K = oo y por Corolario 1 la precondicién
mas débil del ciclo es T, A inv. Pero como n — i = oo,
entonces H,,_;(Post) = Too A inv.

Para el caso cuando n # oo, se muestra que si se define inv’
como T, _; ANinv, entonces inv’ satisface la obligacién de prue-
ba de terminacién y la obligaciéon de prueba de iteracion para
todo &’ sin cota superior K. Haciendo esto, segiin el Teorema
1, se tiene que Hj (Post) = Ty Ainv’ para todo k', lo cual a

true
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su vez es equivalente a Ty A T,,—; Ainv. Como T,,_; = T
para todo k' > n — i, entonces H,,_;11(Post) = H,,_;(Post)
y segun el Corolario 1, H,,_;(Post) seria la precondicién mas
débil del ciclo.

La obligacion de prueba de terminacion para inv’ se demuestra
de la siguiente forma:

domain(B) A =B A inv’

domain(B) A =B ATy _; Ninv

(absorcidn)

domain(B) A =B Ainv

(obligacién de prueba de terminacién de inv)
domain(B) A =B A Post

Se hace notar que:
T.—i=Prev=RV (Je|]l <e<n—i:Ripe—1 = Riye)
y a su vez, esto dltimo es equivalente a (incluso si n = 00):
Prev=RV (Je| :i<e<nARc1=R)

Con esto ultimo se demuestra la obligacién de prueba de
iteracién para inv’ asumiendo Ty A Prev # Rpara k' > 1y
haciendo lo siguiente:

wp(S, inv’)

wp(S, Tr—i(Post) A inv)

(Lema 1)

wp(S, T —;(Post)) A wp(S, inv)
(Lema 4, 8 y 6)

(wp(S, Prev = R)
V(e| : wp(S,i < e <m) ARe_y1 = Re)) ANwp(S,inv)
= (Lema 5)

—~

wp(S, Prev = R)
V(3e| : wp(S,i < € <n) ARc_1 = Re)) Awp(S,inv)A

support(.S)

= (Lema 9, 2 y 3)

(Ri = Riya

V(3eli+1<e<n:Re1=R)) Awp(S,inv)A
support(S)

= (Lema 5 y separacién de rango)
Jeli < e <n:Re_1 = Re) ANwp(S,inv)

(hipétesis Prev # R)

—~

X. CALCULO DE LA PRECONDICION MAS DEBIL DEL
ALGORITMO

Segtin lo demostrado hasta el momento el algoritmo planteado
tiene las siguientes aserciones.

I
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Var i,Prev,R: Int, Set, Set;

i,R:=a,Ry;
i,R:= a,Ry; {Zeli<e<n—-1:R.=Rey1)Na<iAR=R;}
{wp(S, T—; Ninv)} do
Prev :=R; Prev :=R;
R:[a<i<nAPrev=Ri,R=Ri]; R:[a<i<nAPrev=R;,R=Ri;
i=1i41; i=1i+1

while Prev #R —

{Hn—i(Post) : Ty—; Ainv} {Post:a<i<nAR=R;,=R;_1}

do Prev #R —

Prev :=R; Il
R:[a<i<nAPrev=Ri,R=Ri]; Calculando la precondicion mds débil se tiene:
i=i+1

od I

{Post:a <i<nAR=R;=Ri 1} Var i,Prev,R: Int,Set, Set;

I

. . t
Por lo tanto el préximo paso consiste en calcular wp(S, T,,—; A {Pre: (3ela<e<n—1:R.=Rey1) AM/{M rue
inv) i,R:=a,Ry;

wp(S, Tp—i A inv) ae Prev :=R;

(Jeli<e<n:Rc_1 =R, ) <.7 o . .
_ <wp(S in') = A > R:[a<i<nAPrev=R;,R=Rii];
= , = i1

_ wp(S, inv) while Prev 4R
(Beli <e<n:Rey = Re) Awp(S, inv) . {Post:a<i<nAR=R;=R;_1}
_ 5 primeros pasos del calculo de wp(S, inv) I
- de la Seccion VIII o )
(Jeli < e<n:Re_y = R)A Con esto se concluye que la precondicion mds débil del
(i+1>n= R; = Ris1) Asupport(S) algoritmo y Post es (Jela < e <n—1: R, = Rey1).
support(S) = (i+1>n=i=n-1)
_ i=n—1A(Feli<e<n:Rei=R) > XI. EJEMPLOS
=

R; = Ryy La tripleta de Hoare encontrada al final de la seccién anterior,

(Geli<e<n:Re,= R:) A o igduce un marco de trabajo para conseguir algoritmos QC punto
true fijo concretos. Para construir un algoritmo de punto fijo, basta

con definir una familia de conjuntos {R;}7_ ., de tal forma que
la precondicién Pre sea una tautologia, y refinar la instruccion

. S true de especificacion en un trozo de cddigo St que satisfaga
Jeli<e<n—1:R.=Re1)Aa<ili<ihB=R; p go ot q &
(Geli<e<n w)Na < ] {a <i<nAPrev=R;}St{R=R;_1}.

, = Rit1) A support(S)

De esta forma se tiene que el predicado anterior, es correcto
colocarlo como una asercién en el algoritmo, de la siguiente
manera:

En esta seccion se construye el algoritmo de biisqueda de
simbolos anulables de una gramadtica libre de contexto. Una
gramdtica G libre de contexto es una tupla G = (V, X, P, S)
I donde V es un conjunto de simbolos no terminales, > es
un conjunto de simbolos terminales, P C V x (S UV)* y
S € V (dado un conjunto de simbolos I', se denota I'* y I't
i,R:=a,Ry: a los conjuntos de las frases construidas con los simbolos de
{Beli<e<n—1:R.=Rey1)Aa<iAR=R;} I" de longitud > 0 y longitud > 0 r.espectwamente). Los pares
(A,w) € P se le llaman producciones, y se suelen denotar

Var i,Prev,R: Int, Set, Set;

Prev :=R;
R:[a<i<nAPrev=R;,R=Rii]; como A — w.
=141 Definicion 3. Dado una gramdtica libre de contexto G, se
do i’iee"fr ?éRR._) define la relacién de derivacion =C (S U V)T x (B UV)*
L de forma que t = w si y sélo si existen A€V y ty,ty, w1 €
. < = R — R . I )
? '_[aif+11< n APrev =Ri,R =Riq4]; (X UV)* tales que t = t1Aty, w = tjwita y A — wy € P.
od T Por otro lado se define la relacion de derivacion en paralelo
{Post:a<i<nAR=R;=R;_} =,C (BUV)T x (ZUV)* de forma que t =, w siy

I solo si t es de la forma tgA1t1As .. ty_1 Aty con A; €V,
t; € (BUV)* y w es de la forma tywitaws . . . tpwy en donde

Que es equivalente a escribir: A = w

Il Definicion 4. Dada una relacion binaria R, la notacion tR*w
Var i,Prev,R: Int, Set, Set; y tRS'w significan (3m|m € N : tR™w) y (Imm < i :

18
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tR™w) respectivamente, en donde R™ es la composicion de
R consigo misma m veces.

El conjunto de los simbolos anulables de una gramética es
NULL :={A € V|A =* A}, donde X es la frase vacia. Para
disefiar un algoritmo de punto fijo primeramente se define una
familia de conjuntos de la siguiente forma:

Definicion 5. Dada una gramdtica libre de contexto G =
(3,V,P,S), se define para i > 1

NULL; :=={A € VIA=3"A}.

El siguiente teorema justifica el uso de un algoritmo de punto
fijo para conseguir el conjunto de simbolos anulables.

Teorema 5. Si existe € > 1 tal que NULL, = NULL,1,
entonces NULL = NULL,

Por esta razén para calcular NULL basta con encontrar el
punto fijo de {NULL;}$2,.

Para instanciar la familia de algoritmos en un algoritmo que
compute el punto fijo de la familia {NULL;};—;, se debe
demostrar que Pre es una tautologia.

Teorema 6.
(Je)l1 < e: NULL. = NULL41)

Proof: Por la definicién de ==* se tiene que si A ==% )
entonces A ==+ X\ por lo tanto NULL, C NULL, C
.-+ C NULL;. Si el enunciado del teorema no fuera cierto,
entonces se tendria para todo ¢ que:

NULL, C NULLy C ---C NULL;,

con lo que aumentando ¢ se pudiera conseguir un NULL; de
cardinalidad arbitrariamente grande, pero esto es imposible ya
que NULL; CV para todo i y por lo tanto [NULL;| < |V]|,
con lo que |[NULL;| esta acotado por ser V finito. ]

A continuacién se refinard la instruccién de especificacion:
R:[1<iAPrev=NULL;,R=NULL; 4| (*)
del esquema de algoritmos, en una instruccién concreta.

Teorema 7. La siguiente definicion recursiva es equivalente
a la deficion 5:
e« NULL, :={AeV]|A—>)Xe P}
e« NULLiy\1, ={AeV|A—-we PANwe NULL}}
UNULL; para i > 1

Proof: Para demostrar el primer item se hace lo siguiente:
NULL, ={AeV]A :51 A} =
{AeV|@nm<1: A= N} ={AcV[A = A}en

donde la tdltima igualdad es cierta debido a que es siempre
falso que A =% \si A€ V.

Para demostrar el segundo item se usa doble contencién. La
demostracion en el sentido C es la siguiente:

Si A € NULL;y, entonces por definicion A ig”l Ay
por lo tanto existe m < i+ 1 tal que A :>§m A Sim < g
entonces A € NULL; con lo que se cumple la contencion.
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Por otro lado si m = i+ 1 entonces A =, w =}, A donde
w debe ser de la forma A;... A, y Ag :>§i A, con lo que
Ay € NULL; y por lo tanto w € NULL?, de modo que
Ac{AcV|A—-wePAwe NULL}}.

Para demostrar el sentido O se hace lo siguiente:

SiAde{AeV|A— we PAw e NULL}}, entonces
A =, w donde w es de la formai Ai...A, con A, €V, en
donde (Imj|m), < i : Ar =p™* ). Si se toma m’ como
el maximo de los mj, se tiene que (Im/|m' < i : w
Ar .. Ag :>;,"/ A) y por lo tanto A =, w :>§i A, con lo
cual A € NULL; 4. Por otro lado como en la demostracion
de 6 se determin6 que NULL; € NULL,;,, entonces si
A e NULL;, la demostracion es inmediata. |

Denotando R := {A € V|A — w € P Aw € Prev*} UPrev; co-
mo St, se tiene que:

1<iAPrev= NULL;
= (Teorema 7)
NULL;1; ={A€V|A—we PAwEeE Prev*}U Prev

wp(St,1 <iANR=NULL;1)
de modo que la tripleta:

{1<iAPrev=NULL;}
R:={A€V[A > w€PAwWEPrev*} UPrev;
(1<iAR=NULLy.},

es cierta y St es una realizacién de la especificacion (x).
Por ultimo para demostrar el teorema 5 es necesario demostrar
los siguiente lemas.

Lema 10. Si NULL, = NULLcy1 con € > 1, entonces
NULL, = NULL.y,, para todo n > 1.

Proof: Por induccién natural sobre n, en donde el caso
base NULL. = NULLc, esta dado por hip6tesis. Asumien-
do NULL, = NULLc,,, como hipétesis inductiva (H.I.) se
tiene qu¢e NULL 111 = NULL.1, U{A € V|A = w €
PAw e NULL:,} "™ NULL.U{A e V|A = w €
PAwe NULL!} = NULL.y; = NULL, [ |
Lema 11. Si para todo m'’ > ¢ se tiene que NULL,
NULL,, entonces:

@[ A= N =A=50
Proof: Por doble implicacién.

Si A :>p§€ A entonces por definicion:
G3m/|m' <e: A :>1',”/ A) y por lo tanto (Im/| : A :>;”l A).

Por otro lado si existe m’ tal que A :S;,”/ Ay m/ <, entonces
por definicién A é?e A, pero si m’ > € entonces se tendria
que A€ NULL,,, = NULL, y por lo tanto A ige A H

Ahora se puede demostrar el teorema 5.

Proof: Sea A € V entonces:
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A€ NULLSE NI g oy
efinicién de = (@m|: A=) =3m/|: A :>;n’ A)
Lema 11, :%6 ) definicién de NULLc NULL, u

Con esto se concluye que el algoritmo de punto fijo para
calcular sfmbolos anulables es:

|[Var i,Prev,R: Int,Set, Set;

{Pre : true}

i,R:=1,{A€ VA= XeP};

do
Prev :=R;
R:={A€V|A—we&PAwEPrev*} UPrev;
i=i+1

while Prev #R —

{Post: 1 <iAR=NULL;=NULL;_, 2’ NULL}

Il

XII.

La técnica que se usa en este trabajo es efectiva para encontrar
la precondicién mas débil de un algoritmo. Por otro lado en
[1][6], existen ejemplos en que esta técnica, ademds de ser
efectiva, también es mds eficiente para corregir un algoritmo,
que si se usara la 16gica de Hoare. Sin embargo, en vista de la
cantidad de célculos que se tuvieron que hacer para corregir
los algoritmos de punto fijo, se puede conjeturar, que era
mds eficiente hacer la correccién de la familia de algoritmos
planteados, usando la 16gica de Hoare.

CONCLUSIONES

Aunque para el tipo de algoritmos visto en este trabajo, la
técnica propuesta resulte mas complicada que las clasicas, atn
existe una ventaja, la de poder demostrar que una asercion es
la precondiciéon mds débil de todo el algoritmo. Esto es algo
que no se puede garantizar con las reglas de Hoare.

Adicionalmente si se tiene la precondiciéon mas débil W P, se
puede validar si cualquier otro predicado Pre es valido para
ser usado como una precondicién del algoritmo, verificando
Pre = W P. De esta forma otra justificaciéon de los cédlculos
realizados, es que la familia de algoritmos definida, junto
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con la familia de preconciones mds débiles calculada, puede
usarse como framework para construir algoritmos de punto
fijo corretos. Esto es porque para corregir el algoritmo Alg,
con la precondicién Pre (y la postcondicién Post usada en
el trabajo), basta con verificar que Alg es una instancia de la
familia y que Pre implica la precondicién mds débil que se
calcul6 aqui para Alg.
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